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Zadanie 1. (3 p.) Z definicji granicy funkcji w punkcie pokazać, że lim
x→−2

x2 − 2x − 8
x2 + 5x + 6 = −6.

Zadanie 2. (3 p.) Pokazać, że równanie x3 + x + cos2 x = 0 ma dokładnie jedno rozwiązanie, gdy x ∈ (−1,0).

Zadanie 3. (8 p.) Zbadać istnienie granic:

(i) (2 p.) lim
x→0

cos x − 1
x

(ii) (3 p.) lim
x→2

(
1

2 − x
− 12

8 − x3

)
(iii) (3 p.) lim

x→0

ln(1 + 2x)
sin(3x)

Zadanie 4. (5 p.) Znaleźć maksymalne przedziały monotoniczności oraz ekstrema funkcji f : R \ {0} → R mającej wzór
f(x) = (x − 2)e− 1

x .

Zadanie 5. (6 p.) Wykonać następujące polecenia:

(i) (3 p.) zbadać jednostajną ciągłość funkcji f(x) = 2
√

x − 3 na przedziale [1, + ∞)

(ii) (3 p.) wyznaczyć wartości parametrów a, b, c, d ∈ R, dla których funkcja f : R → R jest różniczkowalna w całej swojej
dziedzinie

f(x) =


ax + b gdy x ≤ 1,

ax2 + c gdy 1 < x ≤ 2,
dx2+1

x gdy x > 2.

Zadanie 6. (5 p.) Dla funkcji f : [0, 3] → R, jeśli f(x) = x + 2
√

|x − 2| − 3, wyznaczyć jej wartość najmniejszą i
największą.

Zadanie 7. (9 p.) Wykonać następujące polecenia:

(i) (3 p.) korzystając z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej znaleźć pochodną funkcji odwrotnej do f(x) = cos x
dla x ∈ (0, π)

(ii) (3 p.) korzystając z definicji pochodnej funkcji w punkcie wyznaczyć pochodną funkcji f(x) =
√

x3 − x
(iii) (3 p.) obliczyć pochodną funkcji f : R+ → R, gdy f(x) = (ln x)2

Zadanie 8. (9 p.) Zbadać zbieżność szeregów, dla n ∈ N+:

(i) (3 p.)
∑ n5

2n + 3n

(ii) (3 p.)
∑

2−n

(
n + 1

n

)n2

(iii) (3 p.)
∑

(−1)n+1
(

n + 1
n

)



Zadanie 9. (4 p.) Znaleźć wzór ogólny oraz zbadać istnienie granicy ciągu określonego rekurencyjnie

an =


5 dla n = 0,

− 1
2 dla n = 1,

1
4 an−1 + 1

8 an−2 dla n ≥ 2.

Zadanie 10. (3 p.) Znaleźć sumę szeregu
∑ 1

(n + 1)(n + 4) .

Warunki:

(i) Czas trwania kolokwium 150 minut.
(ii) W czasie trwania kolokwium nie wolno korzystać z telefonów komórkowych, smartwachy, pomocy naukowych i kalku-

latorów. Odstępstwo od tych zasad lub niesamodzielność przy pisaniu pracy spowoduje regulaminowe konsekwencje.
(iii) Przyjmujemy umowę, że maksymalna liczba punktów wynosi 50.
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#### Zadanie 1.

(3 p.) Z definicji granicy funkcji w punkcie pokazać, że
$\displaystyle\lim_{x \to -2}\frac{x^2 - 2x - 8}{x^2 + 5x + 6} = -6$.

#### Zadanie 2.

(3 p.) Pokazać, że równanie $x^3 + x + \cos^2 x = 0$ ma dokładnie jedno
rozwiązanie, gdy $x \in (-1,0)$.

#### Zadanie 3.

(8 p.) Zbadać istnienie granic:

(i) (2 p.) $\displaystyle\lim_{x\to0}\frac{\cos x - 1}{x}$
(ii) (3 p.) $\displaystyle\lim_{x\to2}
     \left( \frac{1}{2 - x} - \frac{12}{8 - x^3} \right)$
(iii) (3 p.) $\displaystyle\lim_{x\to0}\frac{\ln(1 + 2x)}{\sin(3x)}$

#### Zadanie 4.

(5 p.) Znaleźć maksymalne przedziały monotoniczności oraz ekstrema funkcji
$f\colon \mathbb{R}\setminus\{0\} \to \mathbb{R}$ mającej wzór
$f(x) = (x - 2)e^{-\frac{1}{x}}$.

#### Zadanie 5.

(6 p.) Wykonać następujące polecenia:

(i) (3 p.) zbadać jednostajną ciągłość funkcji $f(x) = 2\sqrt{x} - 3$ na
    przedziale $[1,+\infty)$

(ii) (3 p.) wyznaczyć wartości parametrów $a, b, c, d\in\mathbb{R}$, dla których
     funkcja $f : \mathbb{R}\to\mathbb{R}$ jest różniczkowalna w całej swojej
     dziedzinie
     $$
       f(x) = \begin{cases}
         ax + b             & \text{gdy } x \le 1,\\
         ax^2 + c           & \text{gdy } 1 < x \le 2,\\
         \frac{dx^2 + 1}{x} & \text{gdy } x > 2.
       \end{cases}
     $$

#### Zadanie 6.

(5 p.) Dla funkcji $f : [0, 3]\to\mathbb{R}$, jeśli
$f(x) = x + 2\sqrt{|x-2|} - 3$, wyznaczyć jej wartość najmniejszą i największą.

#### Zadanie 7.

(9 p.) Wykonać następujące polecenia:

(i) (3 p.) korzystając z twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej znaleźć
    pochodną funkcji odwrotnej do $f(x) = \cos x$ dla $x\in(0, \pi)$
(ii) (3 p.) korzystając z definicji pochodnej funkcji w punkcie wyznaczyć
     pochodną funkcji $f(x) = \sqrt{x^3 - x}$
(iii) (3 p.) obliczyć pochodną funkcji $f: \mathbb{R}_+\to\mathbb{R}$, gdy
      $f(x)=(\ln x)^2$

#### Zadanie 8.

(9 p.) Zbadać zbieżność szeregów, dla $n\in\mathbb{N}_+$:

(i) (3 p.) $\displaystyle \sum \frac{n^5}{2^n + 3^n}$
(ii) (3 p.) $\displaystyle \sum 2^{-n}\left( \frac{n+1}{n} \right)^{n^2}$
(iii) (3 p.) $\displaystyle \sum (-1)^{n+1}\left( \frac{n+1}{n} \right)$

#### Zadanie 9.

(4 p.) Znaleźć wzór ogólny oraz zbadać istnienie granicy ciągu określonego
rekurencyjnie
$$
a_n = \begin{cases}
  5                                         & \text{dla } n = 0,\\
  -\frac{1}{2}                              & \text{dla } n = 1,\\
  \frac{1}{4} a_{n-1} + \frac{1}{8} a_{n-2} & \text{dla } n \ge 2.
\end{cases}
$$

#### Zadanie 10.

(3 p.) Znaleźć sumę szeregu $\displaystyle \sum \frac{1}{(n+1)(n+4)}$.

---

**Warunki:**

(i) Czas trwania kolokwium 150 minut.
(ii) W czasie trwania kolokwium nie wolno korzystać z telefonów komórkowych,
     smartwachy, pomocy naukowych i kalkulatorów. Odstępstwo od tych zasad lub
     niesamodzielność przy pisaniu pracy spowoduje regulaminowe konsekwencje.
(iii) Przyjmujemy umowę, że maksymalna liczba punktów wynosi 50.
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#odanie 2. (3 p.) Pokazaé, e réwnanie £ + =+ cos? z = 0 ma dokladnie jedno rozwigzanie, gdy z € (~1,0).

Zadanie 3. (8 p.) Zbadaé istnienie granic: 4

@um lim 21, /@(xwy_m,
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Zadagie B) (6 p.) Wykonaé nastepujace polecenia:
P.) zbadat jednostajng ciggloéé funkeji f(z) = 2/Z — 3 na praedziale [1, +00),
(if) (3 p.) wyznaczyé wartokci parametréw a,b,c,d € R, dla kiérych funkcja f : R — R jest réiniczkowalna
w calej swojej dziedzinio
az+b gdy =<1,
() ={az’+c gdy 1<z<2,
2 gy z>2

Zadanie 6. (5 p-) Dia funkefi £: [0,3] = R, Jodl f(2) {2 + 2/[7 =]~ § wymacayé jej warto&é najmiejera
ajwigkszg. =

\@ (9 p-) Wykonad nastepujace polecenia:

() (3 p.) korzystajac # twierdzenia o pochodne} funkeji odwrotnej znaleéé pochodnado funkeji odwrotnej

do f(z) = cosz dla z € (0,),
3 w’nﬁz definicii pochodnej funkefi w punlcie wyznacayé pochodng funkeji /(z) = NoErs
3 p.) obliczyé pochodng funkefi £ : Ry — R, gdy /() = (nz)*".

>
Zudanie 8) (9 p.) Zbadat zbieinodé sreregbw, dla n € No:

Qomsely,  (omze(). Bomzors)
evor
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Farianie 97(4 p.) Znaleht wabr ogéiny oraz sbadat istniento granicy ciagu okredlonego rekurencyjole
5 da n=0,
o= -1 da n=1,

Janor + Jon-z dla 132

1
sdanie 1)- (3 p.) Znaledt sume ssereg 3 hrDm+a)

Warunki:
(i) Czas trwania kolokwium 150 minut.
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