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Zadanie 1.
(i) (4p) Niech d : [0;4+00)? — R ma postaé: d(z,y) = ‘ln(l +2) —In(1+ y)‘ Zbadaé, czy para ([0;+00)%,d) jest
przestrzenia metryczna, a w przypadku odpowiedzi pozytywnej wyznaczy¢ kule B(0;2).

(ii) (4p) Wyznaczy¢ kresy zbioru A = {‘3|22 —2| - 5’ <T7:z€ ]R} w zbiorze (R, <).

Zadanie 2.
dn +5 2

(i) (3p) Zbadaé¢ w oparciu o definicje granicy ciagu czy nh—{%o mi7 5

arctg k

(ii) (3p) Korzystajac z warunku Cauchy’ego zbadaé istnienie a, gdy a,, = m
k=1

n(n+1)
2

(iii) (3p) Znalez¢ granice dolng i granice gérna ciagu by, gdy b, = 2(—1) = 3(-1)".

Zadanie 3. Obliczy¢ dowolne trzy sposérdd granic ciagéw o wyrazach ogdlnych:

(i) (20) an = (Von2 + 27 - VIT=5)
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(iv) (2p) dn = n(n + 5) ];1 k+3
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Zadanie 4. Zbada¢ istnienie granicy ciagu rekurencyjnego a, a jesli istnieje obliczy¢ ja, gdy:
(i) (3p) a0 =4, a1 = %(a% +4),dlaneN.

(ii) (3p) ap = —3, a1 = § oraz api2 = 1(an41 4 3a,), dlan € N.
Zadanie 5. Zbada¢ zbieznos¢ dowolnych trzech szeregdéw
(i) (20) 3 o(n+1)sin i ;
@ (20 Y
(iii) (3p) Z [cos - i 5 008 — _1'_ 1
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(iv) (3p) Zcos(nﬂ')
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Zadanie 6. Bez uzycia twierdzenia de I’Hospitala obliczy¢ dowolng z granic
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Zadanie 7. Obliczy¢ dowolne trzy granice

. . V3+ax—+br—1
(i) @p) lim ——=— 75—
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(iii) (2p
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(iv) (2p) lim (i arctg x)w

Tr—r00

In(sin x)

Zadanie 8. (4p) Dla jakich wartosci a, b, ¢, k funkcja f : R — R jest ciggla na calym zbiorze R, gdy:

arcte(br) dla z € (—o0;0)

fl@) =41, dla z =0
(a+1)sin(z+ 3%), dla (0;+00)

(ii) (3p) Funkcja f : [1;4+00) — R ma wzor f(z) = = 4/ — cosz. Zbadaé jej jednostajng cigglo$¢ na dziedzinie.

(iii) (3p) Pokazaé, ze réwnanie (v/z +1)7 + 2 — 2 = 0 ma rozwiazanie w przedziale (0, 1) oraz, ze jest to jedyne rozwiazanie
tego réwnania w tym zbiorze.

Zadanie 9.
5/ aresin(z?)
T+ 2

(ii) (3p) Na podstawie twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej dla funkeji f : [0;7] — R, gdy f(z) = cosx wyznaczy¢
formute na pochodna jej funkcji odwrotnej.

(i) (3p) Dla funkcji f : [-1,1] — R postaci f(z) = wyznaczy¢ jej pochodng

Zadanie 10.

(i) (4p) Dla funkeji f : [-2,2] — R okreslonej wzorem f(z) =

najwieksza.

————— wyznaczy¢ jej wartoéci najmniejsza i
pe e A yé jej jmniejsza

(ii) (4p) Dla funkcji f : Ry — R postaci f(z) = Inz?” — In® = wyznaczy¢ jej ekstrema — o ile istnieja.

Warunki:

e Czas trwania egzaminu 150 minut.

o W przypadku niesamodzielnosci rozwiazan zadan, kazde zadanie z taka usterka bedzie ocenione na (—n) punktéw,
jesli przyshugiwalo za nie n punktow.

¢ Przyjmujemy umowe, ze maksymalna liczba punktéw bedaca podstawa oceny wynosi 50, a ocena pozytywna z
egzaminu, to minimum 25 punktow.
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#### Zadanie 1.

(i) (4p) Niech $d : [0; +\infty)^2 \to \mathbb{R}$ ma postać:
    $d(x, y) = \Big| \ln(1 + x) - \ln(1 + y) \Big|$. Zbadać, czy para
    $\left< [0; +\infty)^2, d \right>$ jest przestrzenią metryczną, a w przypadku
    odpowiedzi pozytywnej wyznaczyć kulę $B(0; 2)$.

(ii) (4p) Wyznaczyć kresy zbioru
     $A = \left\{ \Big| 3 |z^2 - 2| - 5 \Big| \le 7 :
     x \in \mathbb{R} \right\}$ w zbiorze $(\mathbb{R}, \le)$.

#### Zadanie 2.

(i) (3p) Zbadać w oparciu o definicję granicy ciągu czy
    $\displaystyle \lim_{n \to \infty} \frac{4n + 5}{3n + 7} = \frac{2}{5}$.

(ii) (3p) Korzystając z warunku Cauchy'ego zbadać istnienie $\underline{a}$, gdy
     $\displaystyle a_n = \sum_{k = 1}^{n}
     \frac{\operatorname{arctg} k}{k(k+1)}$.

(iii) (3p) Znaleźć granicę dolną i granicę górną ciągu $b_n$, gdy
      $b_n = 2 (-1)^{\frac{n(n+1)}{2}} - 3 (-1)^n$.

#### Zadanie 3.

Obliczyć [dowolne trzy]{.underline} spośród granic ciągów o wyrazach ogólnych:

(i) (2p) $\displaystyle a_n = \left( \sqrt{2n^2 + 2^n} - \sqrt{4^n - 5} \right)$

(ii) (2p) $\displaystyle b_n = \left( \frac{n^2 + n + 2}{n^2 + n + 5} \right)^{-\frac{n^2}{2}}$

(iii) (3p) $\displaystyle c_n = \sqrt[n]{\frac{100^n + \sin^2 n}{3^n + 10^n}}$

(iv) (2p) $\displaystyle d_n = \frac{1}{\ln (n+5)} \sum_{k = 1}^{n} \frac{2}{k+3}$

#### Zadanie 4.

Zbadać istnienie granicy ciągu rekurencyjnego $\underline{a}$, a jeśli istnieje
obliczyć ją, gdy:

(i) (3p) $a_0 = 4$, $a_{n+1} = \frac{1}{5} (a_n^2 + 4)$, dla $n \in \mathbb{N}$.

(ii) (3p) $a_0 = -\frac{3}{2}$, $a_1 = \frac{9}{8}$ oraz
     $a_{n+2} = \frac{1}{4} (a_{n+1} + 3a_{n})$, dla $n \in \mathbb{N}$.

#### Zadanie 5.

Zbadać zbieżność dowolnych trzech szeregów

(i) (2p) $\displaystyle \sum (n+1) \sin \frac{1}{n+1}$

(ii) (2p) $\displaystyle \sum \frac{(n^2 - 1)^n}{(2n+1)!}$

(iii) (3p) $\displaystyle \sum \left[ \cos \frac{1}{n + 2} - \cos \frac{1}{n + 1} \right]$

(iv) (3p) $\displaystyle \sum \cos (n\pi) \frac{\ln n}{\pi^n}$

#### Zadanie 6.

Bez użycia twierdzenia de l'Hospitala obliczyć [dowolną]{.underline} z granic

(i) (2p) $\displaystyle \lim_{x \to 0} \frac{\operatorname{tg} (7x)}{\sqrt{16 + 14x} - 4}$

(ii) (3p) $\displaystyle \lim_{x \to \infty} \frac{x^2 \sin \frac{1}{x}}{2x - 1}$

#### Zadanie 7.

Obliczyć dowolne trzy granice

(i) (2p) $\displaystyle \lim_{x \to 1} \frac{\sqrt{3+x} - \sqrt{5x-1}}{\sqrt{3x-2} - \sqrt{2x-1}}$

(ii) (3p) $\displaystyle \lim_{x \to \frac{\pi}{2}} \frac{\ln (\sin x)}{\ln (\sin (-3x))}$

(iii) (2p) $\displaystyle \lim_{x \to -2^+} \frac{\sqrt{2+x}}{\operatorname{arctg} \sqrt{4-x^2}}$

(iv) (2p) $\displaystyle \lim_{x \to \infty} \left( \frac{2}{\pi}\operatorname{arctg} x \right)^x$

#### Zadanie 8.

(4p) Dla jakich wartości $a, b, c, k$ funkcja $f : \mathbb{R} \to \mathbb{R}$
jest ciągła na całym zbiorze $\mathbb{R}$, gdy:
$$
  f(x) =
  \begin{cases}
    \displaystyle
    \frac{\operatorname{arctg} (bx)}{x}, & \text{dla } x \in (-\infty; 0)\\
    1,                                   & \text{dla } x = 0\\
    (a + 1) \sin (x + \frac{3\pi}{2}),   & \text{dla } (0; +\infty)
  \end{cases}
$$

(ii) (3p) Funkcja $f : [1; +\infty) \to \mathbb{R}$ ma wzór
     $f(x) = \frac{1}{x} + \sqrt{x} - \cos x$. Zbadać jej jednostajną ciągłość
     na dziedzinie.

(iii) (3p) Pokazać, że równanie $(\sqrt{x} + 1)^7 + x - 2 = 0$ ma rozwiązanie w
      przedziale $(0, 1)$ oraz, że jest to jedyne rozwiązanie tego równania w tym
      zbiorze.

#### Zadanie 9.

(i) (3p) Dla funkcji $f : [-1, 1] \to \mathbb{R}$ postaci
    $\displaystyle f(x) = \sqrt[3]{\frac{\arcsin (x^2)}{x+2}}$ wyznaczyć jej
    pochodną

(ii) (3p) Na podstawie twierdzenia o pochodnej funkcji odwrotnej dla funkcji
     $f : [0; \pi] \to \mathbb{R}$, gdy $f(x) = \cos x$ wyznaczyć formułę na
     pochodną jej funkcji odwrotnej.

#### Zadanie 10.

(i) (4p) Dla funkcji $f : [-2, 2] \to \mathbb{R}$ określonej wzorem
    $\displaystyle f(x) = \frac{1}{x^2 - 2x + 2}$ wyznaczyć jej wartości
    najmniejszą i największą.

(ii) (4p) Dla funkcji $f : \mathbb{R}_+ \to \mathbb{R}$ postaci
     $f(x) = \ln x^{27} - \ln^3 x$ wyznaczyć jej ekstrema – o ile istnieją.

---

Warunki:

- Czas trwania egzaminu 150 minut.
- W przypadku niesamodzielności rozwiązań zadań, każde zadanie z taką usterką
  będzie ocenione na ($-n$) punktów, jeśli przysługiwało za nie n punktów.
- Przyjmujemy umowę, że maksymalna liczba punktów będąca podstawą oceny wynosi
  50, a ocena pozytywna z egzaminu, to minimum 25 punktów.
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Zadanie 9. (i) (8p) Dia funkeji £ : [<1,1] — R postaci f(z) =
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wyznaczyé jej pochodng
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