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Przedmowa

To sa notatki z przedmiotu algorytmy i struktury danych prowadzonego na kierunku IAD w 2024/2025
roku przez dr Tomasza Krajke. Tresci obejmujg 14 wyktadow.

Poniewaz kod podany na wyktadach nie kompiluje sie, to byt poprawiony bez zmian logiki wewnetrznej
funkcji/klas. Gtownym powodem dla btedéw kompilacji kodu doktora byt magiczny uniwersalny typ
TypKlucza ktéry niby jest uzywany ale nie byt w zadnym miejscu zdefiniowany. Wszedzie gdzie ten
typ pojawia sie sg uzywane szablony, jednak mozna zamienic ten typ na konkretny (np. int) i usungé
wszystkie szablony.

Notatki znajduja siec w domenie publicznej na warunkach licencji CC0 1.0 Universal®

https://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/deed.pl
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1 Podstawy programistyczne: Instrukcje i typy danych

Techniki programowania dzielg sie na dwie podstawowe grupy: strukturalne i obiektowe.

1.1 Techniki Strukturalne

Oparte o trzy podstawowe instrukcje:

1. sekwencja (konkatenacja instrukcji)
2. selekcja (instrukcja warunkowa)
3. iteracja (petla)

oraz dane i struktury danych na ktérych one operuja.

1.2 Techniki Obiektowe

Nastepuje w nich potaczenie danych z operacjami wykonywanymi na nich.

1.3 Strukturalne techniki programowania

Oparte s o zdania rozkazujace(instrukcje), ktorych ztozenia tworza algorytmy Bohm i Jacopini udo-
wodnili, ze do napisania czegokolwiek wystarczy trzech instrukgji.

1.3.1 Sekwencja (konkatenacja)

Wykonaj instrukcje 1, a nastepnie wykonaj instrukcje 2:

instrukcja 1;
instrukcja 2;

1.3.2 Selekcja

Sprawdz prawdziwo$¢ wyrazenia logicznego(warunku) i w przypadku jego prawdziwosci wykonaj
instrukcje 1, w przeciwnym razie instrukcje 2
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if (warunek) {
instrukcja 1;

} else {
instrukcja 2;

1.3.3 Iteracja

Sprawdz prawdziwos¢ wyrazenia logicznego (warunku) i w przypadku jego fatszywosci zakoncz zakoncz
instrukcje w przeciwnym razie wykonaj instrukcje i ponownie wykonaj cata iteracje i ewentualne
wykonanie instrukgji. Instrukcja ta jest wykonywane dopoty, dopoki warunek pozostaje prawdziwy.

while (warunek) {
instrukcja;

1.3.4 Struktury danych

W strukturalnych technikach programowania algorytmy operuja na danych. Poniewaz przechowy-
wane informacje mogg miec r6zng postac, dlatego w jezykach programowania wprowadzono rézne
typy danych. Nie istnieje uniwersalny typ danych umozliwiajacy przechowywanie kazdego rodzaju
informacji.

Aby wyczerpujaco scharakteryzowaé typ danych nalezy oprécz zbioru przyjmowanych przez ten typ
wartosci (€2) okresli¢ takze zbior operacji jakie mozna wykonywac na danym typie danych ® oraz
dopuszczonych relacji .

Typ danych = (9, ®, V)
Typy danych dzielg sie na

1. typy proste: stanowig informacje jednorodna co do swojej natury i niepodzielna,

2. typy strukturalne: sktadaja sie z wielu danych zorganizowanych w pewng strukture,

3. typy wskaznikowe: stanowig jedynie adres/odwotanie do pewnego obszaru w pamieci w ktérym
przechowywana jest faktyczna informacja.

1.4 Proste typy danych

1. logiczny bool =
({true, false}, {!, ||, &&, ...}, @)
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2. catkowity int=
(pOdeiérZa {+a *, /7 ++,— &a ‘7 ~, 2>, <<}’ {<7 >, ! =y = S) Z})

3. rzeczywisty float =
(POdeiérQ7 {+7 *7 I /}7 {<7 >7 ' =y = Sv Z})

4. znakowy char =
({Zas6 lub wiecej np. dla wchar}, {+,*, —, /, ++, ——, &, |, ~, > <}, {<, >, =,==,<, >})

5. typ wyliczeniowy enum =
(pOdeiér Z, {+’ * /7 ++, ——, &, ‘7 ~, >, <<}7 {<7 > = ==< 2})

enum liczby = {
zero,
jeden,
piec = 5,
szesc,
dziesiec = 10

}

6. typ pusty void =
(2,9,9)

2024-10-15

1.5 Strukturalne typy danych
1.5.1 Tablice statyczne

Stuza do przechowywania wielu danych tego samego typu. Tablice statyczne sg strukturami jednorod-
nymi oraz indeksowanymi. Do elementdw tablicy odwotujemy sie za pomocg operator []. Tablice
statyczne sg tworzone w momencie ich deklarac;ji.

Z matematycznego punktu widzenia tablica stanowi odwzorowanie typu indeksowego w typ skta-

dowy
tablica: D — P

gdzie

« D - zbiér indeksowy
« P -typ wartosci
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Zbiorem wartosci takiej tablicy jest zbidr wszystkich takich funkcji, ktérego moc jest réwna | PP |

int tablical[5];
int tablica2[4][5]; // <-- takich deklaracji sie unika wedtug doktora

// dzielimy sobie w gtowie te tablice

// wyznaczamy wiersz przez reszte z dzielenie 1 kolumne przez dzielentie
int tablica3[20];

tablical[3] = 4;

cout << tablica2[2];

Za pomoca tablic mozna przechowywac takze tancuchy znakéw

char napis[14] = "To jest napis";

//

// tancuch konczy sie znakiem zwanym «null character»
// ten znak jest niewidoczny, oznaczany jest \0

char napis[14] = {'T', 'o', " ', '§', 'e', 's', '"t',

1.5.2 Rekordy (struktury)

Rekordy stuzg do przechowywania informacji ztozonej, niejednorodnej, ale o statej dtugosci. Ich
sktadowe nie sg ponumerowane, lecz ponazywane (identyfikatorowane). Dostep do sktadowych daje
operator kropka «.». Z matematycznego punktu widzenia rekord stanowi iloczyn kartezjanski jego
typbw sktadowych 77 x Ty x -+ - x T,

struct Osoba {
int wiek;
bool kobieta;
double wzrost;

}s

Osoba Jan;

Jan.wiek = 20;
Jan.kobieta = false;
Jan.wzrost = 175.2;

W jezyku C++ wprowadzono typy obiektowe, ktore stanowig znaczne rozszerzenie struktur, w zwigzku
z czym s coraz rzadziej stosowane.
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1.5.3 Obiekty statyczne

Typ obiektowy, podobnie jak typ rekordowy moze przechowywac informacje niejednorodne co do
swojej struktury, ale dodatkowo udostepnia mozliwosc¢ zdefiniowania operacji jakie mozna wywotywaé
na danych tego typu (poprzez jego metody). Obiekty statyczne tworzone sa w chwili deklaracji poprzez
wywotania specjalnej jego metody(konstruktora).

1.6 Wskaznikowe typy danych
1.6.1 Tablice tworzone dynamicznie

Tak jak tablice statyczne moga przechowywac informacje jednorodna co do struktury, jednak nie
musza by¢ tworzone w momencie deklaracji zmiennej wskaznikowej. Co wiecej pozwalajg na two-
rzenie i usuwanie wielu réznych tablic o réznych rozmiarach przypisanych do tej samej zmiennej
wskaznikowej.

1.6.2 Wskazniki

Przechowuja adres zmiennej w ktérej znajduje sie informacja. Zmienne wskaznikowe mogg prze-
chowywac adresy réznych typow. Przy korzystaniu ze zmiennych wskaznikowych istotng role petnia
operatory

« * — operator wytuskania zmiennej
+ & - operator pozyskania adresu

Zmiennej wskaznikowej mozemy nadac wartoS¢ specjalng NULL - pusty adres.

Zmiennej wskaznikowej mozna nadaé adres zmiennej istniejgcej juz w pamieci albo utworzyé pod
wolnym adresem ktéry zostanie przypisany do tej zmiennej, nowa zmienng (zmienng utworzong
dynamicznie)

Do dynamicznego tworzenie zmiennej stuzg operatory new i de'lete, a w przypadku tworzenia i
usuwania zmiennych tablicowych operatory new[] i delete[]

int Zmiennal = 5;
int *Addrl;
int *Addr2;

int *Tablica;

Addrl = &Zmiennal;
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*Addrl = 3;

Addr2 = new 1int;

*Addr2 = 3;

// Po usunieciu adres nadal jest taki jak byt do usuniecia lecz my
// juz nie mamy uprawnien do zapisywania pod tym adresem

delete Addr2;

Tablica = new int[7];
Tablical[4] = 3;

delete[] Tablica;

1.6.3 Typy plikowe

Zmienne wskazujace na obszar w pamieci poza pamiecia operacyjna - na nosniku zewnetrznym. Do
obstugiwania typu plikowego obiekty klas i fstream (odczyt), of stream (zapis), fstream (odczyt
oraz zapis);

1.6.4 Typy obiektowe dynamiczne

Zmienne przechowujace wskazniki do zmiennych, ktére podobnie jak obiekty statyczne moga prze-
chowywac informacje, i wykonywac na tych informacjach operacje. Do tworzenia i usuwania obiektow
dynamicznych stuza konstruktory i destruktory za pomoca operatoréw new i delete. Do sktadowych
zmiennej obiektowej utworzonej dynamicznie odwotujemy sie za pomoca operatora —>.

class Kl {
public:
int a;
Kl(void) ;
~K1l(void);
s

K1 *wskOb;

wskOb = new K1;
wskOb->a = 5; // LUB
(*wskOb) .a = 3;

cout << wskOb->a;
delete wskOb;
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2 Podstawowe techniki programowania

2.1 Technika TOP-DOWN (technika zstepujaca)

Polega na rozktadaniu podstawowego problemu na mniejsze podproblemy z ktérych kazdy ponownie
rozktada sie na mniejszy podproblemy az ostatecznie dochodzimy do pojedynczej instrukcji rozwigzu-
jacej dany podproblem.

Na przyktad program rozwigzujacy rownanie kwadratowe mozna rozdzieli¢ na czeS¢ pobierajaca dane,
czeS¢ wyznaczajaca wyrdznik rownania, cze$¢ okreslajacy liczbe pierwiastkow i cze$¢ wyznaczajaca te
pierwiastki i cze$¢ wydajaca wynik.

Jeszcze jedna podstawowa jednostka w tej metodzie jest algorytm (istotna jest reguta rozwigzujaca
dany problem, a nie wykorzystane dane i struktury danych)

Technika TOP-DOWN stosuje nastepujace elementy:

i) Dekompozycja - rozktadanie problemu na podproblemy z doktadnym ich wyspecyfikowaniem
(okresleniem, co doktadnie ma robic ta czeS¢ programu i przy wykorzystaniu jakich danych)
ii) Kodowanie - rozwigzanie danej czeSci zadania programistycznego za pomoca pojedynczej in-
strukcji albo zestawu instrukgji
iii) Odraczanie - pozostawienie danego problemu do p6zniejszego rozwiagzania. W tym celu mozna
wykorzystac zaslepke (procedure/funkcje, ktéra cho¢ nie rozwigzuje danego problemu, to daje
jednak pozornie poprawne wyniki, pozwalajace przetestowaé poprawnos$¢ reszty programu)

2.2 Technika BOTTOM-UP (technika wstepujaca)

Budowanie rozwigzania problemu poprzez sktadanie pojedynczych instrukcji rozwigzujacych pewna
cze$¢ zadania programistycznego. Podstawowg jednostka w tej technice jest model danych (dziedzina
danej, oraz operacje i relacje ktére mozna na niej wykonywac). Z tego wzgledu w tej technice czesto
stosuje sie obiektowe metody programowania

2.3 Programowanie obiektowe

W programowaniu strukturalnym dane byty jedynie przedmiotami na ktérych operowat algorytm.
W obiektowym metodach programowania dane sg podmiotami, mogacymi wykonywac na sobie
pewne (odpowiednie dla nich) dziatania i operacje - obiekty poza polami przechowujacymi dane

10
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posiadajg takze metody, czyli procedury i funkcje wykonujace operacje na obiekcie. Programowanie
obiektowe zwieksza poziom abstrakcji dostosowuje rozwigzanie problemu do jezyka programisty, a
nie komputery.

class Klasa {
int polel;
bool pole2;
string pole3;
public:
Klasa(int a);
Klasa(bool b);
~Klasa();
void metodal(int a, bool b);
bool metoda2(intx c);

s

Obiekty posiadaja specjalne metody tzw. konstruktory, o nazwie takiej, jak nazwa klasy, a po jego
utworzeniu wykonuje instrukcje zawarte w definicji konstruktora; oraz destruktory ktére najpierw
wykonuja instrukcje zawarte w definicji destruktora, po czym usuwajg obiekt tej klasy. Najwazniejszymi
elementami programowania zorientowanego obiektowo s3

« enkapsulacja
« hermetyzacja
+ dziedziczenie
« polimorfizm

1. Enkapsulacja - obiekty tacza w sobie zaréwno informacje zawarte w polach klasy jak i operacje
ktore mozemy na nich wykonywac. Takie potaczenie nazywamy enkapsulacja

2. Hermetyzacja - dostep do sktadowych obiektoéw(ich pdli metod moze by¢é ograniczany przez
programiste. Zapobiega to przypadkowym i niepozagdanym zmianom sktadowych obiektu). W
celu zapewnienia hermetyzacji w jezyku C++ mamy trzy specyfikatory dostepu:

i) private - dana sktadowa jest dostepna jedynie dla metod danej klasy. Stanowi najmocniej-
sze zabezpieczenie przed niepozadanym dostepem. Private jest domyslnym specyfikatorem
dostepu

ii) protected - sktadowe sa dostepne tak jak przy specyfikatorze private, ale dodatkowo dla
sktadowych obiektu maja dostep takze sktadowe klas potomnych
iii) public - dostep do sktadowych jest nieograniczony

3. Dziedziczenie - umozliwia tworzenie klas potomnych ktdre rozszerzaja definicje klasy, z ktorej
odbywa sie dziedziczenie. Rozszerzenie to moze odbywac sie poprzez dodanie nowych pél, do-

11
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danie nowych metod lub zmiane dziatania metod wystepujacych w klasie przodka (polimorfizm).
W jezyku C++ przy dziedziczeniu okresla sie rowniez specyfikator dostepu do klasy przodka

4. Polimorfizm - pozwala programiscie na uzaleznienie zachowania sie obiektu od faktycznej jego
klasy. Mechanizm ten znaczaco utatwia dodawanie nowej funkcjonalnosci do programu, oraz
czyni jego konstrukcje logiczng z punktu widzenia koncepcyjnego. Zamiast tworzy¢ program
w oparciu o liczne instrukcji warunkowe dostosowujgce dziatanie programu do konkretnej sy-
tuacji, sposobem wykonania programu kieruje typ obiektéw podlegajgcych polimorfizmowi.
Praktyczna realizacja polimorfizmu odbywa sie w oparciu o metody wirtualne, zmieniajace
swoje zachowanie w zaleznosci od klasy wywotujacego ja obiektu. Mozliwe jest rowniez tworze-
nie klas abstrakcyjnych (poprzez tworzenie metod czysto wirtualnych), ktérych obiektéw nie
mozna tworzy¢ bezposrednio, a jedynie poprzez utworzenie obiektow klas potomnych. Taka
klasa abstrakcyjna stanowi szablon dla klas potomnych informujac, jakie cechy powinny by¢
zaimplementowane w klasach potomnych.

class Figure {

public:
Figure();
virtual ~Figure();
virtual void draw();

}s
class Prostokat : public Figure {

public:
Prostokat();
virtual ~Prostokat();
void draw() ;

}s3
class Elipsa : public Figure {
public:

Elipsa();

virtual ~Elipsa();
void draw() ;

+s

int main() {

12
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Figure *fig;
fig = new Prostokat();
fig->draw();
delete fig;
fig = new Elipsa();
fig->draw();
delete fig;
}

Dzieki dziedziczeniu do wskaznika fig mozemy przypisac obiekt klasy Figure jak rowniez do-
wolny obiekt z klas dziedziczacych. Jesli dana metoda (d raw) zadeklarowana jest jako wirtualna,
wowczas jej zachowanie zalezne jest od faktycznej klasy obiektu. Metoda draw w przypadku
obiektu klasy Prostokat rysuje prostokat, w przypadku obiektu klasy E11ipsa rysuje elipse,
a w przypadku klasy Figure wykonatby instrukcje zawarte w tej metodzie w klasie Figure. W
ten sposob zamiast korzystaé wielokrotnie z instrukcji warunkowych uzalezniajgcych zachowanie
programu od wybranej figury mozna ujednolici¢ kod programu.

W podanym przyktadzie dla obiektu klasy Figure metoda draw chciataby narysowac ogdlna
metode. Poniewaz nie wiemy jaka figure nalezy wéwczas narysowac, to chcielibySmy nie wywo-
tywac tej metody, a jedynie wywotywac jg w klasach dziedziczacych po klasie Figure. Mozna
wowczas zadeklarowa¢ metode draw jako czysto wirtualng

class Figure {

public:
virtual void draw() = 0;

15

Taka deklaracja oznacza, ze ta metoda nie bedzie definiowana w klasie Figure, a jedynie w
klasach potomnych. Konsekwencja jest fakt, ze klasa Figure staje sie klasg abstrakcyjna -
nie mozemy tworzy¢ obiektow tej klasy(bo nie moglibySmy wywotaé dla tego obiektu metody
draw). Taka klasa staje sie wowczas szablonem dla kolejno definiowanych klas(figur) potomnych,
dajac nam informacje, ze kazdg figure bedzie mozna narysowac, czyli ze konkretne figury beda
miaty metode draw. Oczywiscie jesli w ktorejs z klas potomnych metoda draw nie bedzie
przedefiniowana, to ta klasa automatycznie réwniez stanie sie klasg abstrakcyjna.

2024-10-29
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3 Ztozonosc¢ obliczeniowa

Konstruujac algorytmy chcieliby$my mieé¢ mozliwosc¢ ich oceny. Oczywiscie podstawowym kryterium
jakosci algorytmu jest odpowiedz na pytanie «czy dany algorytm poprawnie rozwigzuje zadany mu
problem?» (kryterium poprawnosci)

Jesli jednak mamy do dyspozycji kilka algorytmow ktére poprawnie rozwigzuja rozwazany problem
nalezy zastosowac kolejne kryterium oceny algorytmow, jakim jest stopien wykorzystania zasobow.

W informatyce istnieja dwa podstawowe zasoby, ktorych stopien zuzycia determinuje jako$¢ algorytmu.
Sa to czas i pamie¢.

Jako, ze pamiec jest zasobem stosunkowo tanim (cho¢ nie nieograniczonym), to jako gtéwny zaséb
uznaje sie czas dziatania algorytmu. Oczywiscie, aby ocenic¢ sam algorytm nalezy zastosowac kryterium
niezalezne od maszyny na ktdrej zostat on uruchomiony (staby algorytm na dobrym komputerze moze
by¢ szybszy, niz dobry algorytm na stabym komputerze)

Z tego wzgledu czas dziatania algorytmu mierzymy liczba wykonywanych w nim prostych, dominuja-
cych w tym algorytmie operacji. Liczba wykonywanych operacji zalezy oczywiscie rowniez od rozmiaru
problemu, dlatego bedziemy przyjmowali, ze ztozono$¢ czasowa jest funkcja rozmiaru problemu
T(n).

3.1 Notacja asymptotyczna

Poniewaz dla probleméw matych rozmiardw, czas poswiecony na ich rozwigzanie przez algorytm jest z
reguty maty, za najwazniejsze w ocenie ztozonosSci czasowej algorytmu uznaje sie jego zachowanie
asymptotyczne, czyli jak szybko rosnie liczba dominujgcych operacji w miare wzrostu rozmiaru da-
nych wejsciowych. Do takiej oceny stosuje sie notacje asymptotyczng. Oceng ztozonosci czasowej
algorytméw mozna wykonac dla réznych przypadkéw danych wejsciowych:

« Ztozono$¢ optymistyczna - ztozonos$é w przypadku danych wejsciowych najlepszych z punktu
widzenia algorytmu

« Ztozonosc Srednia (oczekiwana) - ztozonoS¢ w przypadku przecietnych danych wejsciowych

« Ztozono$¢ pesymistyczna - ztozonos$é w przypadku danych wejSciowych najgorszych z punktu
widzenia danego algorytmu

1. Notacja © - ztozonos¢ algorytmu T'(n) jest rzedu g(n)

T(n)=0(gm) ={fn): \ \/ A 0<cg(n) < f(n) < cag(n)}

c1,c2€R4 npeENn>ng
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2.

3.

4,

5.

Notacja O - ztozono$¢ algorytmu T'(n) jest co najwyzej rzedu g(n)

T(n)=0(g(n) ={f(n): \/ \/ /\ 0<f(n)<cg(n)}

ceERL nopeNn>ng
Notacja o - ztozono$¢ algorytmu T'(n) jest mniejszego rzedu niz g(n)

T(n)=o(g(n) ={f(n): \ \/ N 0= f(n) <cg(n)}

ceRy ngeENn>ng
Notacja €2 - ztozono$¢ T'(n) jest co najwyzej rzedu g(n)

T(n)=Qg(n) ={f(n): \/ \/ A 0<cg(n) < f(n)}

ceR4 NoeNn>ng
Notacja w - ztozonos$¢ T'(n) jest wyzszego rzedu niz g(n)

T(n)=wlg(n) ={f(n): \ V A 0<cg(n)<f(n)}

ceR4 nopeNn>ng

3.2 Klasy ztozonosci

© N o 0k w NP

©(1) - ztozonos¢ stata

O(log n) - ztozonos¢ logarytmiczna

@

n) - ztozono$¢ liniowa

@

nlogn) - ztozono$¢ liniowo-logarytmiczna

@

)
)
)

logn) _ 7t070n0$¢ podwyktadnicza
k™), gdzie k € N\ {0, 1} - ztozono$¢ wyktadnicza

(

(

(

(

(n*) - ztozono$¢ wielomianowa (P)

(n

(

(n!) - ztozono$¢ wyktadnicza typu silnia

Dla duzych danych wejsciowych w praktyce rozwigzywalne sg problemy o maksymalnej ztozonosci

wielomianowej. W algorytmice wystepuje specjalna klasa probleméw AP (non-deterministic poly-

nomial), dla ktérych zostaty znalezione algorytmy rozwigzujace je w czasie wyktadniczym, a nawet

niedeterministycznie wielomianowym, ale nie wiadomo czy istnieja algorytmy rozwigzujace je w cza-

sie wielomianowym na zwyktym komputerze. Wsréd probleméw AP znajduje sie grupa problemoéw

zwanych N'P-zupetnymi ktore charakteryzuja sie tym, ze jesli istnieje rozwigzania ktéregokolwiek z

tej grupy w czasie wielomianowym, to poniewaz kazdy problem NP da sie sprowadzi¢ do problemu

NP-zupetnego, zatem kazdy problem AP miatby rozwigzanie w czasie wielomianowym.

15
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Istnieja rowniez problemy NP-trudne, ktére moga by¢ sprowadzone do probleméw N 'P-zupetnych
w czasie wielomianowym, a wiec bez podwyzszania klasy ztozonosci rozwigzania

2024-11-05

4 Rekurencja, rekursja i problemy z nimi zwigzane

4.1 Rekurencja

Rekurencja zaleznos¢ zdefiniowana poprzez odwotanie sie do samej siebie, np.:

1, n=20
n! =
n-(n—1)"1, neN;

Praktyczna realizacje rekurencji w programach komputerowych jest rekursja:

int Silnia(int n) {
if (n == 0)
return 1;

}

return n * Silnia(n - 1);

}

Rekursywne wywotanie funkc;ji jest kosztowne. Wymaga wykorzystanie pamieci (stosu) w celu umiesz-
czenia tam wartoSci zmiennych, oraz czasu zwigzanego z odktadaniem ich na stosie.

Z punktu widzenia catego algorytmu nie musi to jednak by¢ koszt najistotniejszy i nie musi wigzac
sie ze zwiekszeniem ztozonosci algorytmu. Z tego wzgledu cho¢ unikanie rekursji jest wskazane ze
wzgledu na szybkos¢ dziatania algorytmu, to szczegdlnie w sytuacjach w ktorych problem jest typowo
rekurencyjny, wykorzystanie rekursji nie jest btedem. Zastosowanie rekursji moze wigzac sie jednak z
pewnymi dodatkowymi problemami.

Przyktad 4.1

Zdefiniujemy ciag, ktérego kolejny wyraz jest suma 2 poprzednich, zwany w matematyce ciggiem
Fibonacciego

16
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0, n=>0
F(n)=1<(1, n=1
Fin—1)+ F(n—-2), neN\{0,1}

Stosujac w rozwigzaniu rekursywnym bezposrednio podany wzér otrzymamy funkcje postaci

int ZleFibo(int n) {
if (n == 0)
return 0;
if (n == 1)
return 1;
return ZleFibo(n - 1) + ZleFibo(n - 2);
}

Zobaczmy, jak dziata ta funkcja:

ZleFibo(n) =

ZleFibo(n-1) + ZleFibo(n-2)
ZleFibo(n-2) + ZleFibo(n-3) ZleFibo(n-2) =

ZleFibo(n-2) + ZleFibo(n-3) ZleFibo(n-3) + ZleFibo(n-4) = ...

ANNNANANANANANANAN ANANNANNANANNAN

+

+

Widzimy, ze w przypadku tego algorytmu nastepuje wielokrotne wyznaczanie wartosci tych
samych funkgji dla tych samy elementbw, co sprawia, ze algorytm jest bardzo nieefektywny.
Aby temu zaradzi¢ musimy w procedurze wyznaczania ciggu Fibonacciego uwzglednic takze
wyraz poprzedni

void FF(int n) {
n = 3;

}

int main() {

int a = 4;

FF(a);

cout << nj; // wydrukuje 4
}

void FF(intx n) {
*n = 33

}

17
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int main() {

int *a;

a = new int;

*a = 4;

FF(a);

cout << *aj; // wydrukuje 3
}

void FiboPar(int n, int *FO, int xFl) {
if(n == 0 || n==1) {

*FO = 03
*F1 = 1;
} else {

FiboPar(n-1, F1, FO); // FO = F(n-1), F1 = F(n-2)
xF1 = xF0@ + xF1; // FO = F(n-1), F1 = F(n)

int Fibo(int n) {
int RO, R1;
FiboPar(n, &RO, &R1);
if(n == 0)
return RO;
return R1;

4.2 Rekursywne znajdowanie najwiekszego wspélnego dzielnika

W celu znalezienia najwiekszego wspodlnego dzielnika mozna postuzy¢ sie nastepujgcym wzorem
rekurencyjnym bedacym realizacja tak zwanego zmodyfikowanego algorytmu Euklidesa

ged(|al, |b]), a<0Vb<0
ged(a,b) = { a, b=0
ged(b,amodb), w przeciwnym razie
int NWD(int a, int b) {
if(a <0 || b <0)

return NWD(abs(a), abs(b));
if (b == 0)
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return a;
return NWD(b, a % b);

4.3 Sortowanie przez scalanie

Rekursje mozna takze zastosowac w problemie sortowania. Przyktadem zastosowania rekursywnego
algorytmu sortowania jest algorytm sortowania przez scalanie (merge sort). W algorytmie tym korzy-
stamy z nastepujacych zasad:

1. Tablica 1-elementowa jest posortowana

2. Sortujac tablice dzielimy jg na 2 podtablice réownej (lub prawie réwnej) dtugosci
3. Sortujemy kazda z podtablic osobno

4. taczymy dwie posortowane podtablice w 1 posortowana tablice

2024-11-12

4.3.1 Implementacja Merge

Procedura taczaca 2 posortowane podtablice tablicy A, gdzie p jest poczatkowym indeksem pierwszej
podtablicy, q jest koncowym indeksem pierwszej podtablicy, g+1 jest poczatkowym elementem
drugiej podtablicy, a r jest koncowym indeksem drugiej podtablicy (czyli mamy podtablice A[p. .q]
iA[g+1..r])mapostac:

template<class Typ>
void Merge(Typ* A, int p, int q, int r) {
int nl1, n2, k, 1, m;
Typ* Poml;
Typ* Pom2;
ni=q-p + 1;
n2 = r - q;
Poml = new Typ[nl];
Pom2 new Typ[n2];
for(int i = 0; i < nl; 1i++) {
Poml[i] Alp + 1];
}
for(int i = 0; i < n2; i++) {
Pom2[1] Alg + 1 + 1];
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= 0; // indeks w pierwszej podtablicy

0; // indeks w drugiej podtablicy
= p; // indeks w tablicy A
while(nl > 0 && n2 > 0) {
if(Poml[k] < Pom2[1]) {
A[m] = Poml[K];

k++;

3 ~ x
|

nl--;
} else {
A[m] = Pom2[1];
T++;
n2--;
}
m++
}
if (nl1 == 0) {
for(int i = 1; 1 <= n2; 1i++) {
A[m] = Pom2[1];
1++;
m++
b
} else {
for(int i = 1; i <= nlj +d++) {
A[m] = Poml[k];
k++;

m++;

}

// Dbamy o pamiec
delete[] Poml;
delete[] Pom2;

4.3.2 Ostateczny MergeSort

Ostatecznie rekursywna procedura sortowania przez scalanie ma postac:

template<class Typ>
void MergeSort(Typ *a, 1int p, int r) {
int q;
if(p < r) {
a=(@+r) /2
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MergeSort(a, p, q);
MergeSort(a, q + 1, r);
Merge(a, p, q, r);
}
+

Wykonujgc sortowanie przez scalanie na kazdym poziome rekursji n wstawien elementéw taczac
kazda pare podtablic. Poniewaz kazdy podziat tablicy na dwie podtablice zmniejsza nam rozmiar
problemu problemu dwukrotnie (az dojdziemy do problemu rozmiaru 1), czyli liczbe krokéw i po
ktérych zakonczymy podziat jest rowne:

yzl n=2 1 =logyn

Ztozonos¢ obliczeniowa algorytmu MergeSort zatem rzedu O(n logyn) = O(nlnn)

Algorytm sortowania przez scalanie jest przyktadem zastosowania techniki programistycznej «divide
and conquer», ktora polega na zamianie rozwigzanego problemu na prostsze problemy tego samego

typu.

4.4 Bisekcja

Innym przyktadem zastosowania tej techniki jest bisekcyjne znajdowanie miejsca zerowego funkcji cia-
gtej z zadang doktadnoscia . Niech bedzie zaimplementowana funkcja double fun(double x);
zwracajaca wartoS¢ funkgji, ktorej miejsca zerowego poszukujemy dla zadanego argumentu x. W me-
todzie tej korzysta sie z wtasnosci funkcji ciggtej polegajacej na tym, ze jesli na koncach badanego
przedziatu wartosc funkcji przyjmuje przeciwne znaki to wewnatrz tego przedziatu musi istnie¢ miejsce
zerowe. Zdefiniujemy funkcje rekurencyjnie rozwigzujaca ten problem:

#include <cmath>

double Mz (double x1, double xp,
double fl, double fp, double eps) {

double xs, fs;
if(std::abs(xp - x1) < eps) {

return (xp + x1) / 2;
}
XS (xp + x1) / 2.0
fs = fun(xs);
if(fl » fs < 0) {

return Mz(x1l, xs, fl, fs, eps);
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return Mz(xs, xp, fs, fp, eps);

}

Zastosowana metoda bisekcji w kazdym rekursywny kroku dzieli przeszukiwany przedziat na p6tido
dalszych obliczen wybiera te potowe, w ktorej znajduje sie miejsce zerowe.

W programie gtownym (zaktadajac, ze a i b sa koncami przedziatu w ktérym szukamy miejsca zerowego,
a eps zadang doktadnoscia) nalezy umiescic instrukcje:

void glowny(double a, double b, double eps) {
bool znaleziono;
double MZerowe, fa, fb;
fa = fun(a);
fb = fun(b);
znaleziono = true;
if(fa x fb > 0) {
znaleziono = false;
} else {
MZerowe = Mz(a, b, fa, fb, eps);

}

Chociaz rekursja jest wygodng i do rozwigzania niektdrych probleméw idealna technikg, to ze wzgledu
na dodatkowy koszt czasowy i pamieciowy nalezy dazy¢ do unikania jej stosowania w sytuacjach w
ktérych badany problem da sie rozwigzac w inny sposéb.

4.5 Silnia bez rekursji

Jedna z metod usuwania rekursji jest wykorzystanie pojedynczej petli

int SilniaNieRek(int n) {
int a = 1;
for(int i = 1; 1 > 1; i++) {
a *= 1;
}

return a;

4.6 Liczby Fibonacciego bez rekursji

W eliminowaniu rekursji mozna takze wykorzysta¢ metode tablicowa. Wymaga ona utworzenia do-
datkowej tablicy w ktorej umieszczamy kolejne wyniki poSrednie pozwalajace w kolejnych obrotach
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petli wyznaczy¢ ostateczne rozwigzanie. Metoda ta jest szczegdlnie efektywna w przypadkach w kto-
rych wyznaczenie ostatecznego rozwigzania wymaga wyznaczenia wartosci dla wiekszosci indekséw
poSrednich.

int FiboNieRek(int n) {

int *TabPom;

int wyn;

if (n == 0)
return 0;

}

TabPom = new int[n+1];

TabPom[0] 03

TabPom[1] 1;

for (int i = 25 i <= nj; i++) {
TabPom[i] = TabPom[i - 1] + TabPom[i - 2];

}

wyn = TabPom[n]; // Potrzebujemy tego elementu ze wzgledu na to, ze jesli

// zrobimy ‘return TabPom[n]*, to juz nie bedziemy mogli
// usung¢ pamieci po wywotaniu return'a

delete[] TabPom;

return wyn;

2024-11-19

5 Struktury danych

Struktura danych stanowi sposdb zorganizowania zbioru danych. W zaleznosci od tego jakie sa
relacje pomiedzy poszczegdlnymi elementami zbioru mamy do czynienia z réznymi strukturami
danych.

Najczestszymi sposobami reprezentacji struktur danych w pamieci komputera sg reprezentacje:

1. Listowa (dowigzaniowa)
2. Tablicowa

Przechowywane elementy tworzace strukture danych posiadaja nastepujace pola:

1. Klucz - wyréznione informacje (pola/pola) na podstawie ktérej dany element jest identyfikowany
2. Dane uzupetniajace (dodatkowe) - pozostate pola charakteryzujace przechowywanga informacje
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3. Dane wskaznikowe - stanowig informacje o roli elementu i relacji z innymi elementami w struk-
turze danych

5.1 Lista dowigzaniowa

Lista dowigzaniowa jest strukturg danych w ktérej elementy sg utozone w liniowym porzadku wy-
znaczonym przez wskazniki zwigzane z kazdym elementem listy.

W zaleznosci od liczby kierunkéw po ktérych mozemy poruszac sie po elementach listy wyrdz-
niamy 2 rodzaje list: listy jednokierunkowe i listy dwukierunkowe.

Listy pozwalaja na wykonywanie na jej elementach 3 operac;ji:

1. Dodawanie elementu (insert)
2. Usuwanie elementu (delete)
3. Odswiezanie elementu o podobnym kluczu (search)

Zatézmy, ze przechowywane na liscie elementy maja nastepujaca deklaracje:

template<class TypKlucza>
class Element {
private:

TypKlucza Key;

Element* Next;
Element* Prev;
public:
Element();
~Element();
bool EqualKey(TypKlucza k);

Element* GetNext();
void SetNext(Element* n);

Element* GetPrev();
void SetPrev(Elementx n);

s
A sama lista jest listg dwukierunkowa zadeklarowang nastepujaco:

template<class TypKlucza>
class List2Side {
private:
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Element<TypKlucza>* head;
Element<TypKlucza>* tail;

public:
List2Side();
~List2Side();
void Insert(Element<TypKlucza>* el);
Element<TypKlucza>* Search(TypKlucza k);
void Delete(Element<TypKlucza>* el);

s
Woéwczas wspomniane 3 operacje dla listy dwukierunkowej bedg miaty nastepujace definicje:

#include <cstddef> // NULL pochodzi z tego nagtowku

template<class TypKlucza>
void List2Side<TypKlucza>::Insert(Element<TypKlucza>* el) {
el->SetNext (head);
if(head != NULL) {
head->SetPrev(el);
} else {
tail = el;
}
head = el;
el->SetPrev (NULL) ;

template<class TypKlucza>
Element<TypKlucza>* List2Side<TypKlucza>::Search(TypKlucza k) {
Element<TypKlucza>* x = head;
while(x != NULL && !x->EqualKey(k)) {
X = x—>GetNext();
}

return x;

template<class TypKlucza>
void List2Side<TypKlucza>::Delete(Element<TypKlucza>* el) {
if(el->GetPrev() != NULL) {
el->GetPrev()->SetNext(el->GetNext());
} else {
head = el->GetNext();

if(el->GetNext() != NULL) {
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el->GetNext()->SetPrev(el->GetPrev());
} else {

tail = el->GetPrev();
}

delete el;
+

template<class TypKlucza>
List2Side<TypKlucza>::~List2Side() {
while(head != NULL) {
Delete(head);
}

5.2 Problem stownika

Listy pozwalaja na efektywna realizacje problemu stownika. Zat6zmy, ze mamy pewien zbidr stow S.
Stownikiem nazywamy strukture danych umozliwiajaca wykonywanie nastepujacych operaciji:

1. Construct() -tworzy nowy zbiorstow S = &

2. Search(v) -sprawdza czy stowo v nalezy do stownika S'ijesli tak, to zwraca do niego referencje
(wskaznik)

3. Insert(v) - wstawienie stowa v do stownika S, tzn. S = S U {v}, a jesli v byto w stowniku,
to zbior S nie ulega zmianie

4. Delete(v) - usuwanie stowa ze v stownika S, tzn. S = S\ {v}, Jesliv &€ S, to zbidr S nie
ulega zmianie

5.3 Listy samoorganizujace sie (self-organizing lists)

Poniewaz przy odszukiwaniu elementu listy, lista jest zawsze przegladana od poczatku, to zaréwno
ztozonos¢ pesymistyczna, jak i oczekiwana odszukiwania jest ©(n) w wiekszosci przypadkéw zdarza
sie jednak, ze niektore elementy sg odszukiwane czesciej nizinne. Umieszczanie ich blizej poczatku listy
zmniejsza zatem ztozonosc¢ czasowq odszukiwania. Realizowane jest to w listach samoorganizujacych
sie zmieniajacych strukture listy w zaleznosci od czestosci dostepu do jej elementow.

Istniejg zatem rézne strategie samoorganizowania sie list:

1. Strategia B (Basic) - brak samoorganizacji listy
2. Strategia MF (Move to front) - odszukany element jest przenoszony na poczatek listy
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3. Strategia TL (Transposition) - odszukany element jest przenoszony o jedna pozycje w kierunku
poczatku listy

4. Strategia FC (Frequency counter) - w kazdym elemencie listy wystepuje dodatkowe pole - licznik
odwotan do elementu zwiekszany o 1 przy kazdym odwotaniu sie do tego elementu. A sama lista
jest sortowana malejgco wzgledem tego pola

2024-11-26

5.4 Kolejki

Kolejki sg strukturami danych typu FIFO (first in first out) w ktérych pierwszy dodany element jest
rowniez przetwarzany jako pierwszy. Struktura danych typu FIFO sktada sie z nastepujacego zbioru
wartosci, operacji, relacji.

FIFO = ({U, Q}, {newqueue, front, attach, detach}, {emptyqueue})

Gdzie

+ U - zbi6r elementdw kolejki (“staczy w kolejce”)

Q - kolejka (queue)

+ newqueue : ¥ — Q jest to operacje tworzenia nowej kolejki

« front : Q — U - operacja pobrania elementu z poczatku kolejki 2

« attach : U x Q — Q - operacja dodania nowego elementu na koniec kolejki

« detach : Q — Q - operacja usuniecia elementu z poczatku kolejki (jak poprzednio funkcja
czeSciowa)

« emptyqueue : Q — Bool

5.4.1 Aksjomaty struktury danych typu FIFO

emptyqueue(newqueue)

—emptyqueue(attach(u, q))

front(newqueue) =7

front(attach(u, newqueue)) = u

—emptyqueue(q) = front(attach(u, ¢)) = front(q)

ok wpn

Tu jest taka strzatka bo to jest funkcja czeéciowa, pusta kolejka nie ma pierwszego elementu
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6. detach(attach(u, newqueue)) = newqueue
7. detach(newqueue) =7
8. —emptyqueue(q) = attach(u, detach(q)) = detach(attach(u, ¢))

Niech klasa Element bedzie zdefiniowana tak jak poprzednio

template<class TypKlucza>
class Element {

private:
TypKlucza Key; // Klucz
/). // Inne pol

Element* Next; // Wskaznik do nastepnego elementu

Element* Prev; // Wskaznik do poprzedniego elementu
public:

Element(); // Konstruktor

~Element(); // Destruktor

bool EqualKey(TypKlucza k);

Element* GetNext();
void SetNext(Element* n);

Element* GetPrev();
void SetPrev(Element* n);
// ... // inne metody

b5

Wowczas kolejka Queue moze by¢ zdefiniowana nastepujaco:

#include <cstddef> // NULL pochodzi z tego nagtowku

template<class TypKlucza>
class Queue {
private:
Element<TypKlucza> *head;
Element<TypKlucza> *tail;
public:
Queue();
~Queue () ;
Element<TypKlucza> *Front();
void Attach(Element<TypKlucza>* el);
void Detach();
bool Emptyqueue();

}s

template<class TypKlucza>
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Queue<TypKlucza>: :Queue() {
head = NULL;
tail = NULL;

template<class TypKlucza>
Queue<TypKlucza>::~Queue() {
while(!Emptyqueue())
Detach();

template<class TypKlucza>

Element<TypKlucza>*x Queue<TypKlucza>::Front() {

return head;

template<class TypKlucza>

void Queue<TypKlucza>::Attach(Element<TypKlucza>* el) {

if (Emptyqueue()) {
head = el;
el->SetNext (NULL) ;
el->SetPrev(NULL) ;

} else {
el->SetPrev(tail);
el->SetNext (NULL) ;
tail->SetNext(el);

}

tail = el;

template<class TypKlucza>

void Queue<TypKlucza>::Detach() {
Element<TypKlucza>* el = head;

if (Emptyqueue()) {
return;

if(el->GetNext() == NULL) {
head = NULL;
tail = NULL;

} else {
head = el->GetNext();
head->SetPrev (NULL) ;
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delete el;
}

template<class TypKlucza>

bool Queue<TypKlucza>::Emptyqueue() {
return head == NULL;

}

Kolejke mozna takze reprezentowac przy wykorzystaniu tablicy, jakkolwiek taka reprezentacja narzuca
a priori ograniczenia na liczbe elementoéw w kolejce.

W reprezentacji tablicowej przechowujemy indeks gtowy Kolejki (pierwszego elementu do przetworze-
nia w kolejce) i ogona (pierwszego wolnego miejsca do wstawienia do kolejki nastepnego elementu).
W reprezentacji tablicowej ma nastepujaca definicje:

Przez to, ze dla przechowywanie elementow kolejki uzywamy tablicy statycznej wskaznikéw
(jakby bezsensowne to nie byto), musimy wiedzie¢ rozmiar tablicy podczas kompilacji, czyli
nie mozemy przekazac rozmiar wewnetrznej tablicy podczas uruchamiania programu, wiec
musimy statycznie wskazaé rozmiar. Dlatego drugi argument szablonu to wtasnie ten rozmiar.
Bardziej szczegdtowe informacje: https://en.cppreference.com/w/cpp/language/template_pa

rameters#Template_non-type_arguments

template<class TypKlucza, int n>
class QueueT {
private:
Element<TypKlucza>* Tablical[n];
int head;
int tail;
public:
QueueT();
~QueueT();
Element<TypKlucza>* Front();
void Attach(Element<TypKlucza>* el);
void Detach();
bool Emptyqueue();
s

template<class TypKlucza, int n>
QueueT<TypKlucza, n>::QueueT() {
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tail = 0;
head 0;

template<class TypKlucza, int n>
QueueT<TypKlucza, n>::~QueueT() {
while(!Emptyqueue())
Detach();

template<class TypKlucza, int n>
Element<TypKlucza>* QueueT<TypKlucza, n>::Front() {
if (!Emptyqueue())
return Tablicalhead];
return NULL;

template<class TypKlucza, 1int n>
void QueueT<TypKlucza, n>::Attach(Element<TypKlucza>* el) {
if(((tail + 1) % n) == head) {
/* jakas funkcja BladDodawania() ktéra nam zatatwi raportowanie btedux/
return;
}
Tablical[tail] = el;
tail = (tail + 1) % n;

template<class TypKlucza, int n>
void QueueT<TypKlucza, n>::Detach() {
if (Emptyqueue())
return;
delete Tablical[head];
head = (head + 1) % n;

template<class TypKlucza, int n>
bool QueueT<TypKlucza, n>::Emptyqueue() {
return head == tail;

2024-12-03
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5.5 Stosy

Stosy sa strukturami danych typu LIFO (last in first out) w ktorych ostatni dodany element jest prze-
twarzany jako pierwszy, czyli przetwarzanie elementéw odbywa sie w porzadku odwrotnym,
niz naptywanie elementéw do stosu. Struktura typu LIFO sktada sie z nastepujacego zbioru
wartoSci/operacji/relacji:

LIFO = ({U, S}, {newstack, top, push, pop}, {emptystack})

gdzie

+ U - zbiér elementéw odktadanych na stos
+ S-stos (ang. stack)

newstack :— S - operacja tworzenia nowego stosu

+ top : S — U - operacja pobrania elementu z wierzchu stosu

+ push: U x S — S - operacja odtozenia nowego elementu na stos
« pop : S — S - operacja zdjecia elementu ze stosu

emptystack : S — B - relacja informujaca, czy stos jest pusty

5.5.1 Aksjomaty

Aksjomaty struktury danych typu LIFO:

emptystack(newstack)
—emptystack(push(u, s))
top(newstack) =7
top(push(u, s)) = u
pop(newstack) =7
pop(push(u, s)) = s

IS e

5.5.2 Implementacja wskaznikowa

Niech klasa Element bedzie zdefiniowana tak jak poprzednio:

template<class TypKlucza>
class Element {
private:

TypKlucza Key;

Element* Next;
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Element* Prev; // Wskaznik do poprzedniego elementu
public:

Element(); // Konstruktor

~Element(); // Destruktor

bool EqualKey(TypKlucza k);

Element* GetNext();
void SetNext(Element* n);

Element* GetPrev();
void SetPrev(Element* n);
// ... // inne metody

b5

Wowczas stos Stack moze by¢ zdefiniowany nastepujaco:

#include <cstddef> // NULL pochodzi z tego nagtowku
template<class TypKlucza>
class Stack {
private:
Element<TypKlucza>x TTop;
public:
Stack();
~Stack();
Element<TypKlucza>* Top();
void Push(Element<TypKlucza>* el);
void Pop();
bool EmptyStack();
s

template<class TypKlucza>
Stack<TypKlucza>::Stack() : TTop(NULL) {};

template<class TypKlucza>
Stack<TypKlucza>::~Stack() {
while(!EmptyStack()) {
Pop () ;
}
s

template<class TypKlucza>
Element<TypKlucza>* Stack<TypKlucza>::Top() {
return TTop;
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template<class TypKlucza>
void Stack<TypKlucza>: :Push(Element<TypKlucza>* el) {
if(!EmptyStack()) {
TTop->SetPrev(el);
}
el->SetNext(TTop) ;
el->SetPrev (NULL) ;
TTop=el;

template<class TypKlucza>
void Stack<TypKlucza>::Pop() {
Element<TypKlucza>* el = TTop;
if (EmptyStack())
return;
if(TTop->GetNext() == NULL) {
TTop = NULL;
} else {
TTop = el->GetNext();
TTop->SetPrev (NULL) ;

}
delete el;

}

template<class TypKlucza>
bool Stack<TypKlucza>::EmptyStack() {
return TTop == NULL;

5.5.3 Implementacja za pomoca tablicy statycznej

Podobnie jak w przypadku kolejki, stos takze mozna reprezentowac przy wykorzystaniu tablicy, jak-
kolwiek taka reprezentacja narzuca a priori ograniczenie na liczbe elementéw n odktadanych na
stosie.

W reprezentacji tablicowej przechowujemy indeks wierzchu stosu (elementu ostatnio odtozonego na
stos).

W reprezentacji tablicowej stos ma nastepujaca definicje:

template<class TypKlucza, 1int n>
class StackT {
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private:
// Nie uzywamy tu Element<TypKlucza>* bo to bez sensu
TypKlucza* tablicaln];
size_t TTop;

public:
StackT();
~StackT();
TypKlucza* Top();
void Push(TypKlucza* el);
void Pop();
bool EmptyStack();

s

template<class TypKlucza, int n>
StackT<TypKlucza, n>::StackT()
:TTop(-1) {};

template<class TypKlucza, 1int n>
StackT<TypKlucza, n>::~StackT() {
while(!EmptyStack())
Pop () ;

template<class TypKlucza, 1int n>
TypKluczax StackT<TypKlucza, n>::Top() {
if(!EmptyStack()) {
return tablica[TTop];

return NULL;

template<class TypKlucza, int n>
void StackT<TypKlucza, n>::Push(TypKlucza*x el) {
if(TTop == n-1) {
/*BladDodawania () ; x/
return;
}
TTop++;
tablica(TTop) = el;

template<class TypKlucza, 1int n>
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void StackT<TypKlucza, n>::Pop() {
if(!EmptyStack()) {
delete tablica[TTop];
TTop--;
}

template<class TypKlucza, int n>
bool StackT<TypKlucza, n>::EmptyStack() {
return n < 0;

6 Odwrotna notacja polska

Przyktadowym zagadnieniem w ktdrym wykorzystywane s kolejki i stosy jest przeksztatcanie wyrazen
ze zwyktej notacji infiksowej, w ktérej operatory dziatan znajduja sie pomiedzy ich argumentami
(operandami), na notacje postfiksowa, czyli beznawiasowa, zwang rowniez «0dwrotng notacja polska»,
w ktorej operatory dziatan wystepuje po operandach.

Sposdb konwersji z notacji infiksowej na notacje postfiksowa:

1. Jesli F jest zmienng lub statg, to F jest wyrazeniem w notacji postfiksowej

2. Jeslimamy wyrazenie infiksowej £} o Fs, gdzie F1, E5 s wyrazeniami w notacji infiksowej, a
o jest operatorem, to wyrazenie ma postaé £ E), o, gdzie E| = F4, E; = FE,. Na przyktad
a+b=ab-+(z1i2reguty)

3. Jesli (Ey) jest wyrazeniem w notacji infiksowej, to w notacji postfiksowej to wyrazenie bedzie
miato posta F1, gdzie F{ = F1(reguta pozbywania sie nawiaséw)

Przyktad 6.1

Wyrazenie w postaci infiksowej a - (b 4 ¢) w notacji postfiksowej ma postata b ¢ + -

6.1 Zastosowanie

Odwrotna notacja polska upraszcza obliczenia ktére dzieki niej da sie tatwo zautomatyzowac. Dzieki
wykorzystaniu kolejek i stosow da sie rowniez tatwo zautomatyzowac proces konwersji z wyrazenia w
postaci infiksowej na wyrazenie w postaci postfiksowe;j.

W procesie konwersji wyrazenia w postaci infiksowej na wyrazenie w postaci postfiksowej zaktadamy,
iz na wejsciu mamy kolejke ktorej elementami sg sktadowe wyrazenia w postaci infiksowej czytane od
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lewej do prawej, na wyjsciu zas chcemy uzyskac kolejke, ktorej sktadowymi sg elementy wyrazenia w
postaci postfiksowej. W procesie konwersji korzysta sie z pomocniczej struktury danych - stosu.

Przyktad 6.2

Wyrazenie w postaci infiksowej a - (b + ¢) w kolejce wejSciowej ma postac
a; x5 (5 by +;5 ¢35 )

2024-12-10

6.2 Konwersja postfix -> infix

Pierwszym krokiem przy wykonywaniu konwersji jest przypisanie priorytetow operatorom i nawia-
som

Priorytet Operatory i nawiasy

0 (

1 +,-,)

2 %, /,div, mod, ~

3 ", funkcje 1-argumentowe (s1in, cos,...)

Gdzie «-» jest zwyktym odejmowaniem, natomiast «~» jest negacja
Reguty konwersji z notacji infiksowej na postfiksowa:

Kazdy argument (operand) z kolejki wejsciowe] zostaje przepisany do kolejki wyjsciowej, za$ operatory
i nawiasy sa dopisywane na stos wedtug nastepujacych zasad:

1. Nawias ( przepisujemy na stos bezwarunkowo

2. Operator mozemy zapisac na stos tylko wtedy, gdy jego priorytet jest wyzszy niz priorytet ele-
mentu na wierzchu stosu, albo gdy stos jest pusty, to przepisujemy ze stosy do kolejki wyjsciowej
wszystkie elementy, az zajdzie jeden z warunkéw umozliwiajacych odtozenie operatora na stos.

3. Nawias zamykajacy nie jest dopisywany na stos, a jego pojawienie sie w kolejce wejsciowej po-
woduje, ze ze stosu do kolejki wejSciowe]j przepisywane sg wszystkie operatory, az do napotkania
nawiasu (, ktory jest zdejmowany ze stosy, ale nie jest przepisywany na wyjscie.

4. W momencie, gdy kolejka wejSciowa stanie sie pusta, wowczas nalezy przepisac ze stosu na
wyjscie wszystkie operatory az do oprdznienia stosu
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Przyktad 6.3

Skonwertowac wyrazenie w postaci infiksowej do postaci postfiksowej zamieszczone w nastepujacej kolejce
(5 88 «5 (5 @ ¥3 @8 )3 =3 05 "8 75 )5 +5 93 /8 (5 & =5 «§ o3 g )
Krok Kolejka wejsciowa  stos kolejka wyjsciowa
1 25 @5 (g @3 8 E§ )8 =5 B3 "8 7§ )5 =8 85 /5 (5
a; =5 d; +5 b; )
2 g (8 @5 w5 @§ )8 =8 g "8 78 U5 5 95 /8 (5 a5 ( a
-3 d; +; b; )
3 (’ Cc; +; d; )7 R} b) A: 7, ); +3 5; /; (; a; —, (* a
d; +; b; )
4 @8 8 @5 Jg =3 08 "5 U5 )5 T8 B8 /5 (5 &5 =5 eg (5 a
+; b; )
5 +3 ds )’ ) b; A’ & ), +; 53 /; (; a; -, d; +3 (x( a c
b; )
6 d; ); -5 by 75 75 )5 +5 55 /5 (5 a3 -3 d; +;3 by ) (x(+ ac
7 )s =5 by 75 75 )5 +5 55 /5 (5 a3 -3 d; 45 by ) (x(+ acd
8 -3 by 75 75 )5 +5 55 /5 (5 a3 -3 d; +; by ) (% acd+
9 95 3 75 Jg 3 B3 /3 (3 &3 =5 a5 @8 b3 ) (& acd+ *
10 "8 U5 )5 5 By /5 (5 B3 =8 @5 w5 b ) (& acd+ xb
11 “g )g w8 By /5 (8 a3 =g @ &5 03 ) (= acd+*xb
12 )5 g B3 /8 (5 & =3 &8 =5 by ) acd+ *xb7
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Przy obliczaniu wyrazenia w postaci postfiksowej na wejsciu mamy kolejke stanowigcg wyrazenie w
postaci postfiksowej, przy obliczeniu wartosci wyrazenia korzystamy z pomocniczej struktury danych -
stosu(na ktory odktadamy wartosci liczbowe), zas na wyjsciu otrzymujemy wartosci wyrazenia.

Reguty wyznaczania wartosci wyrazenia w postaci postfiksowej:

1. Jesli w kolejce wejsciowej pojawia sie argument, wowczas przypisujemy na stos wartos¢ tego
argumentu

2. Jesli w kolejce wejsciowej pojawia sie operator 1-argumentowy, wowczas zdejmujemy ze stosu
wartos$¢, wyznaczamy warto$¢ wyrazenia odpowiadajgcego dla argumentu rdwnemu réwnego
wartosci argumentu zdjetego ze stosu, za$ jego wynik odktadamy na stosie

3. Jesli w kolejce wejSciowej pojawia sie operator 2-argumentowy, to zdejmujemy ze stosu dwie
wartosci, wyznaczamy warto$¢ wyrazenia odpowiadajgcego temu operatorowi dla argumen-
tow zdjetych ze stosu(w odwrotnej kolejnosci niz kolejnosc¢ zdjecia ze stosu), zas jego wynik
odktadamy na stosie

4. Po wywotaniu tych czynnosci, gdy kolejka zostanie oprézniona, na stosie powinien znajdowaé
sie doktadnie jeden argument ktory jest wartoScig wyrazenia

Przyktad 6.4

Wyznaczy¢ warto$¢ wyrazenia w postaci postfiksowej

324+ %x17"-534-2+/+
Krok Kolejka wejsciowa  stos
1 24+ %17~ -534-2+/+ 3
2 4 +%x17 " -534-2+/+ 32
3 +%x17 " -534-2+/+ 324
4 *x17 " -534-2+/+ 36
5 17" -534-2+/+ 18
6 7" -534-2+/+ 181
7 " -534-2+/+ 18 17
8 -534-2+/+ 18 1
9 534 -2+ /+ 17
10 34-2+/+ 175
11 4 -2+ / + 17 5 3
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12 -2+ / + 17 5 3 4
13 2+ / + 17 5 -1
14 + / + 175 -1 2
15 / + 17 51
16 + 17 5
17 22

7 Drzewa

Drzewo Drzewa s3 strukturami danych, w ktérych kazdym z elementéw z elementéw (zwanych wierz-
chotkamialbo weztami) poza przechowywania klucza i ewentualnie innymiinformacjami posiada
n + 1 wskaznikow, z ktérych jeden wskazuje na element wskazuje na element zwany ojcem, za$
pozostate n wskaznikow okresla n wierzchotkéw zwanych synami.

Korzen Drzewa posiadajg jeden wyrdzniony wierzchotek, nie posiadajacy ojca i zwany korzeniem
(root).

Lis¢ Wierzchotki, ktére nie posiadaja zadnych syndéw nazywamy lis¢mi

W zaleznosci od tego, ilu syndw moze maksymalnie mie¢ dowolnych wierzchotek wyrézniamy rézne

rodzaje drzew:

Drzewo binarne W szczegblnosci drzewa w ktérych kazdy wierzchotek moze mie¢ maksymalnie 2
synow nazywamy(czyli kazdy element w drzewie przechowuje 3 wskazniki - do rodzica i 2 synow),
nazywamy drzewami binarnymi.

Mowimy, ze 2 wezty w drzewie: u i v sg odlegte o k > 0, gdy u jest przodkiem v albo v jest przodkiem w,
za$ k jest najmniejsza dtugosciag drogi miedzy w i v

Poziom drzewa Poziomem w drzewie nazywamy zbior weztdéw jednakowo odlegtych od korzenia.
Poziomy numerujemy kolejnymi liczbami catkowitymi od 0, gdzie 0 jest poziomem zawierajagcym
jedynie korzen, 1 poziomem zawierajacym jedynie synow korzenia, itd.

2024-12-17

Wierzchotki (wezty) wierzchotki drzewa binarnego binarnego moga miec nastepujaca deklaracje:
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template<class TypKlucza>
class Element {
private:
TypKlucza Key;
Element* Parent;
Element* Left;
Element* Right;
public:
Element();
~Element();
Element* GetParent();
void SetParent(Elementx p);
Element* GetLeft();
void SetLeft(Element* 1);
Element* GetRight();
void SetRight(Element* r);
TypKlucza GetKey();
void SetKey(TypKlucza k) ;

s

W przypadku reprezentacji drzew majacych wielu syndw, wygodnie jest reprezentowac wskazniki do
synéw w postaci tablicy wskaznikow.

Przedstawione reprezentacje moga by¢ stosowane w sytuacjach w ktérych maksymalna liczba synéw
wierzchotka jest stata, albo przynajmniej ograniczona pewng liczba catkowita. W przypadku, gdy liczba
synow wierzchotka moze by¢ dowolna i nieograniczong zadna wartosScia catkowita, taka reprezentacja
jest jednak niewystarczajaca. Mozna wowczas stosowac reprezentacje «Na lewo syn, na prawo brat»
polegajaca na tym, ze wykorzystujemy reprezentacje taka jak w przypadku drzew binarnych, jednak
jedynie wskaznik do lewego syna jest wskaznikiem do faktycznego syna, za$ korzystajac z «prawego»
wskaznika uzyskujemy dostep do listy synéw tego samego ojca(braci), po ktorej przechodzimy jak po
zwyktej liscie, korzystajgc z «prawego» wskaznika

7.1 Drzewo BST

Drzewo BST (Binary Search Tree) drzewo binarne w ktérym miedzy kluczami mozna wprowadzi¢
relacje porzadku i wszyscy «lewi» potomkowie dowolnego wierzchotka majg klucze nie pozniejsze
(nie wieksze) niz wartos¢ klucza w tym wierzchotku, a wszyscy «prawi» potomkowie dowolnego
wierzchotka maja klucze nie wczesniejsze (nie mniejsze) niz wartos¢ klucza w tym wierzchotku

Jesli y jest dowolnym wierzchotkiem, z; jego lewym potomkiem, a z,, jego prawym potomkiem, to
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zachodzi nastepujgca wtasnosé:

key[z)] < key[y] < key[z,]

Wierzchotki drzewa binarnego mozemy przetwarza¢ w nastepujgcych porzadkach:

1. In-order - przetwarzamy rekursywnie lewe poddrzewo danego wierzchotka, nastepnie przetwa-
rzamy sam wierzchotek, a na koniec rekursywnie przetwarzamy prawe poddrzewo wierzchotka.

2. Pre-order - najpierw przetwarzamy sam wierzchotek, nastepnie rekursywnie przetwarzamy
lewe poddrzewo wierzchotka, a na koniec rekursywnie przetwarzamy prawe poddrzewo tego
wierzchotku

3. Post-order - najpierw rekursywnie przetwarzamy lewe poddrzewo wierzchotka, nastepnie re-
kursywnie przetwarzamy prawo poddrzewo tego wierzchotka, a nastepnie przetwarzamy sam
wierzchotek

Algorytmy przechodzenia drzewa zgodnie z tymi porzadkami majg nastepujaca postac:

#include <cstddef>

template<class TypKlucza>
void InorderWalk(Element<TypKlucza>* x,
void Przetworz(Element<TypKlucza>x)) {
if (x != NULL) {
InorderWalk(x->GetLeft());
Przetworz(x) ;
InorderWalk(x->GetRight());
}

template<class TypKlucza>
void PrerderWalk(Element<TypKlucza>* x,
void Przetworz(Element<TypKlucza>*)) {
if (x != NULL) {
Przetworz(x) ;
PrerderWalk(x->GetLeft());
PrerderWalk(x->GetRight());
}

template<class TypKlucza>
void PostrderWalk(Element<TypKlucza>* x,
void Przetworz(Element<TypKlucza>x*)) {
if (x != NULL) {
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PostrderWalk (x->GetLeft());
PostrderWalk(x->GetRight());
Przetworz(x) ;

+
Na drzewach BST mozna wykonywaé nastepujace operacje:

1. Minimum - znajdowanie wierzchotka przechowujacego najmniejsza wartosc¢ klucza w drzewie

2. Maximum - znajdowanie wierzchotka przechowujacego najwiekszg wartos¢ klucza w drzewie

3. Successor - Znajdowanie wierzchotka przechowujacego nastepna w porzadku rosngcym
warto$¢ klucza w drzewie.

4. Predecessor -znajdowanie wierzchotka przechowujacego poprzednia (w porzadku rosna-
cym) warto$¢ klucza w drzewie.

5. Search - znajdowanie wierzchotka o podanej wartosci klucza w drzewie

6. Insert - wstawienie wierzchotka do drzewa

7. Delete - usuniecie wierzchotka z drzewa

Niech klasa Element bedzie zdefiniowana tak jak poprzednio. Wéwczas drzewo BST moze by¢ zdefi-
niowana nastepujaco:

#include <cstddef>
template <class TypKlucza>
class Element {
private:
TypKlucza Key;
Element* Parent;
Element* Left;
Element* Right;

public:

Element();

~Element();

Element* GetParent();

void SetParent(Element* p);
Element* GetLeft();

void SetLeft(Element* 1);
Element* GetRight();

void SetRight(Element* r);
TypKlucza GetKey();

void SetKey(TypKlucza k) ;

s
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template <class TypKlucza>
class BST {
private:
Element<TypKlucza>* root;

public:
BST();
~BST() ;
Element<TypKlucza>* Minimum() ;
Element<TypKlucza>* Maximum() ;
Element<TypKlucza>* Successor (Element<TypKlucza>x) ;
Element<TypKlucza>* Predecessor (Element<TypKlucza>x);
Element<TypKlucza>* Search(TypKlucza Key) ;
void Insert(Element<TypKlucza>* el);
void Delete(Element<TypKlucza>* el);

s

template <class TypKlucza>
BST<TypKlucza>::BST() {
root = NULL;

template <class TypKlucza>
BST<TypKlucza>::~BST() {
while (root != NULL) {
Delete(root);

template <class TypKlucza>

Element<TypKlucza>x BST<TypKlucza>::Minimum() {
Element<TypKlucza>* el;
el = root;
if (el == NULL) return NULL;
while (el->GetLeft() != NULL) el = el->GetLeft();
return el;

template <class TypKlucza>

Element<TypKlucza>x BST<TypKlucza>::Maximum() {
Element<TypKlucza>* el;
el = root;
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if (el == NULL) return NULL;
while (el->GetRight() != NULL) el
return el;

template <class TypKlucza>
Element<TypKlucza>* BST<TypKlucza>
Element<TypKlucza>* x;

el->GetRight();

::Search(TypKlucza Key) {

while ((x != NULL) && (Key != x->GetKey()))

if (Key < x->GetKey())

X = x->GetlLeft();
else
x = x->GetRight();
return x;

template <class TypKlucza>

Element<TypKlucza>* BST<TypKlucza>
Element<TypKlucza>* y;
Element<TypKlucza>* z;

if (x->GetRight() != NULL) {
y = x->GetRight();
while (y->GetLeft() != NULL) y
return y;

}

Z = X;

y = x->GetParent();

while ((y != NULL) && (z
zZ =Y,
y y->GetParent();

}

return y;

template <class TypKlucza>

Element<TypKlucza>* BST<TypKlucza>
Element<TypKlucza>* y;
Element<TypKlucza>* z;

if (x—>GetLeft()
y

= NULL) {
x->GetLeft();

::Successor (Element<TypKlucza>* x) {

y->GetLeft();

y->GetRight())) {

::Predecessor (Element<TypKlucza>* x) {
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while (y->GetRight() != NULL) y = y->GetRight();
return y;

Z = X;
y = x->GetParent();
while ((y != NULL) && (z == y->GetLeft())) {
zZ =Y;
y y->GetParent();
}

return y;

template <class TypKlucza>
void BST<TypKlucza>::Insert(Element<TypKlucza>* el) {
Element<TypKlucza>* x;
Element<TypKlucza>* vy;
Y NULL;
X root;
while (x != NULL) {
y = X35
if (el->GetKey() < x->GetKey()) {
x = x->GetLeft();
} else {
x = x->GetRight();

}

el->SetParent(y);

el->SetLeft(NULL) ;

el->SetRight (NULL) ;

if (y == NULL) {
root = el;

} else if (el->GetKey() < y->GetKey()) {
y->SetLeft(el);

} else {
y->SetRight(el);

2025-01-07
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Usuwanie wezta z drzewa mozna podzieli¢ na trzy przypadki w zaleznosci od liczby synéw usuwanego
wierzchotka:

1. Usuwanie wezta bez syndw - musimy wowczas jedynie zaktualizowac informacje w wezle rodzica,
Ze jego syn zostat usuniety

2. Usuwanie wezta z jednym synem - musimy wowczas potaczy¢ ojca usuwanego wezta z jego
jedynym synem

3. Usuwanie wezta zdwoma synami - musimy wowczas znalez¢ wezet w drzewie przechowujacy
kolejng wartos$¢ (wzglednie poprzednia wartos$c). Wezet ten na pewno nie ma lewego syna
(prawego syna - w przypadku poprzednika). Nastepnie wymieniamy przechowywang przez niego
warto$¢ z wartoScig faktycznie usuwanego wezta i usuwamy ten wezet (posiadajacy co najwyzej
jednego syna)

void BST::Delete(Elementx el) {

Element* x;

Element* y;

if(el->GetLeft() == NULL || el->GetRight() == NULL) {
y = el;

} else {
y = Successor(el);

}

if (y->GetLeft() != NULL) {
X = y->GetLeft();

}

if (x!=NULL) {
x->SetParent (y->GetParent());

}

if(y->GetParent() == NULL) {
root = x;

} else if (y == y->GetParent()->GetLeft()) {
y->GetParent()->SetLeft(x);

} else {
y->GetParent()->SetRight(x);

}

if(y 1= el) {
el->SetKey (y->GetKey());

}
delete y;
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7.2 Drewa Splay

Drzewa Splay s3 w zasadzie drzewa BST ktorych implementacja opiera sie o operacje Splay (pochy-
lenie).

Operacja Splay (1, S),gdzieljestkluczem, a S - binarnym drzewem poszukiwan, przeksztatca
drzewo S w drzewo S’, reprezentujace te sam zbior kluczy co S, ale w korzeniu drzewa S’ znajduje sie
klucz I, w przypadku gdy ten klucz byt w drzewie .S, w przeciwnym razie w korzeniu drzewa S’ znajduje
sie wezet o kluczu I, ktéry jest najblizszy leksykograficznie kluczowi [.

Zaimplementowanie operacji Splay znaczaco utatwia operacji Search, InsertiDelete

1. Search () - wystarczy w konac operacje Splay (1, S) isprawdzic jaki wezet znajduje sie
w korzeniu nowo powstatego drzewa S’. Jesli wezet w korzeniu ma klucz réwny |, to ten klucz
znajduje sie w drzewie i jest jego korzeniem, w przeciwnym razie takiego klucza nie byto w
drzewie

2. Insert (1) - wykonujemy operacje Splay (1, S),w korzeniu S’ znajdzie sie najblizszy lek-
sykograficznie klucz I’. Pozostaje ustali¢ czy |’ jest predecesorem czy sukcesorem

3. Delete (1) -:(

Implementacja operacji Splay (1, S) sktada sie z nastepujacych krokéw:

1. Wyznaczenie nowego korzenia w drzewie(wezta |, albo najblizszego mu leksykograficznie)
2. Wykonanie ciggu operacji przeksztatcajacych drzewo tak, aby wezet z punktu pierwszego stat sie
korzeniem drzewa, przy zachowaniu wtasnosci drzewa BST

Przeksztatcenia te nazywamy obrotami, rodzaje obrotow:

1. Pojedynczy obrét w prawo/w lewo
2. Podwdjny obrét w prawo
3. Ztozenie obrotu w lewo i w prawo

7.3 Drzewa doktadnie wywazone

Drzewo doktadnie wywazone Drzewo nazywamy doktadnie wywazonym jesli dla kazdego wezta w
drzewie liczby weztéw w lewym i prawym poddrzewie r6znig sie co najwyzej o 1.

Ztozonos$¢ obliczeniowa przy wykonywaniu operacji odszukania elementu w doktadnie wywazonym
drzewie BST jest rzedu ©(log n) - w kazdym kroku przechodzac do kolejnego syna odrzucamy potowe
drzewa (poddrzewo zakorzenione w drugim synu). Taka sytuacja ma jednak miejsce tylko w przypadku,
gdy drzewo jest drzewem doktadnie wywazonym (wezty sa roztozone réwnomiernie po prawych i
lewych synach kolejnych weztow)
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W najgorszym przypadku, gdy kazdy wezet w drzewie nie ma prawego (wzglednie lewego) syna ta
ztozono$¢ rosnie do O(n). Konstruujac drzewa BST nalezy zatem, aby drzewo miato mozliwie mata
wysokos¢.

2025-01-14

7.4 Drzewa AVL

Drzewo wywazone Drzewo nazywamy wywazonym, gdy dla kazdego wezta wysokosci jego poddrzew
roznia sie co najwyzejo 1

Drzewa realizujace te zasade (zrbwnowazone binarne drzewa poszukiwan) to drzewa AVL (Adelson-
Velsky i Landis). Z kazdym wierzchotkiem drzewa AVL zwigzana jest pewna liczba catkowita bf(x) (tzw.
balance factor) réwna roznicy wysokosci jego lewego i prawego poddrzewa. W drzewach AVL wartos¢
bf(x) dla kazdego wierzchotka 2 moze byé réwna jedynie —1,0, 1

bf(z) = h(xz) — hy(x) € {—1,0,1}

Wykonujac wstawienie nowego wierzchotka do drzewa AVL cofamy sie od wstawionego wierzchotka idg
w kierunku korzenia (zgodnie ze wskaznikiem parent), ewentualnie wykonujac obroty naprawiajace
balance factor b f ().

Cofajac sie w kierunku korzenia dla kazdego wezta y wyznaczamy bf(y), az do napotkania wezta y,
ktory:

1. yjestkorzeniemibf(y) € {—1,0,1} lub
2. bf(y) =0lub
3. bf(y) € {—2,2} (wtym wypadku dokonujemy obrotu naprawiajgcego wtasno$¢ drzew AVL)

8 Sortowanie

Problem sortowania jest problemem szczegélnie czesto wystepujgcym w praktyce programistyczne;j.
Co wiecej algorytmy (lub ich fragmenty) tworzone w celu rozwiagzania tego problemu znajduja zasto-
sowania takze w wielu innych problemach. Wprowadzane w problemie sortowania struktury danych
znajduja zastosowania takze w wielu innych problemach i pogtebiaja wiedze programistyczna
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Rozwiazanie problemu sortowania pomaga przy rozwigzywaniu wielu innych zagadnien jak na przyktad
problemy wyszukiwania i odszukiwania® kluczy o zadanej wartosci.

Zdefiniujemy zatem sam problem sortowania: Niech bedzie dany ciag kluczy: a1, as, . . ., a,, na ktorych
okreslona relacja porzadku <.

Sortowaniem nazywamy procedure ktoérej uzyskujemy permutacje tego ciggu wejSciowego
ay,dy, ... al taka, zea) < ah, < ... <a,

Do tej pory poznalismy trzy metody sortowania:

1. sortowanie bgbelkowe (bubble sort)
2. sortowanie przez wstawianie (insertion sort)
3. sortowanie przez scalanie (merge sort)

Aby przedstawic kolejng metode sortowania wprowadzimy nowa strukture danych - kopiec binarny

8.1 Kopiec

Kopiec binarny jest drzewem binarnym, w ktérym kazdy wezet od korzenia az do przed-przed-
ostatniego ostatniego poziomu ma doktadnie dwdch synéw. Ostatni poziom w drzewie jest
wypetniony weztami od strony lewej do prawej

Kopce binarne wystepujg w dwoch odmianach: w kopcach typu “max” wartos¢ klucza przechowy-
wanego w kazdym wezle je nie mniejsza od wartosci kluczy przechowywanych w jego synach, zas w
kopcach typu “min” wartos¢ klucza przechowywanego w kazdym wezle jest nie wieksza od wartosci
kluczy przechowywanego w jego synach

W przypadku kopcow binarnych wygodna reprezentacja jest reprezentacja tablicowa. W tej reprezen-
tacji element o indeksie 0 jest to element ktory jest przechowywany w korzeniu kopca, kolejnymi
elementami w tablicy sg elementy przechowywane na kolejnych poziomach kopce w porzadku od
lewej do prawej. W takiej reprezentacji poza tablica przechowujacg elementy kopca (albo wskazniki do
tych elementbw) istotne sg réwniez 2 pola

1. length - okreslajace rozmiar tablicy
2. HeapSize - okreslajace liczbe elementéw znajdujacych sie w kopcu
Oczywiscie HeapSize < length

Kopce binarne typu “max” pozwalajg na wykonywanie na ich elementach nastepujacych operacji:

30znaczenia doktora Krajki: Odszukiwanie = szukanie jednego, Wyszukiwanie = szukanie wielu
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1. MaxHeapify - przywraca wtasnos¢ typu “max”(w kazdym wezle ma by¢ przechowywany klucz
o wartosci nie mniejszej niz kluczy synéw tego wezta)

2. BuildMaxHeap - tworzy z dowolnej tablicy kopiec typu “max”

3. HeapSort - operacja sortowania przez kopcowanie elementéw tablicy

Deklaracja klasy reprezentujgcej kopiec moze wygladac nastepujaco:

template <class TypKlucza>
class Element {
private:
TypKlucza Key;
Element* Parent;
Element* Left;
Element* Right;

public:

Element();

~Element();

Element* GetParent();
Element* GetLeft();
Element* GetRight();
TypKlucza GetKey();

void SetParent(Element* p);
void SetLeft(Element* 1);
void SetRight(Element* r);
void SetKey(TypKlucza k) ;
bool Wiekszy(Elementx) ;

// ... // Inne metody

s

template <class TypKlucza>
class Heap {
private:
Element<TypKlucza>** tablica;
int Length;
int HeapSize;

public:

Heap(int len, int hs, Element<TypKlucza>** tab);
~Heap () ;

int Parent(int 1);

int Left(int 1);

int Right(int 1);

void MaxHeapify(int 1i);
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void BuildMaxHeap();
void HeapSort();

}s
Natomiast definicja tej klasy moze wygladac nastepujaco:

template <class TypKlucza>
Heap<TypKlucza>::Heap(int len, 1int hs, Element<TypKlucza>** tab) {
Length = len;
HeapSize = hs;
tablica = new Element<TypKlucza>*[len];
for (int i = 0; i < Length; i++) {
tablicali] = tab[i];

template <class TypKlucza>
Heap<TypKlucza>::~Heap() {
for (int i = 0; i < Length; i++) {
delete tablical[i];
}
delete[] tablica;

}

template <class TypKlucza>
int Heap<TypKlucza>::Parent(int i) {
return (i + 1) / 2 - 1;

template <class TypKlucza>
int Heap<TypKlucza>::Left(int i) {
return 2 x i + 1;

template <class TypKlucza>
int Heap<TypKlucza>::Right(int i) {
return 2 * i + 2;

}

Metoda MaxHeapi fy zaktada, ze zarowno lewe jak i prawe poddrzewo wezta o indeksie i sg kopcami
i jedynie sam wezet i moze narusza¢ wtasnos$¢ kopca. Metoda ta wybiera najwiekszg warto$¢ klucza
sposréd wartosci przechowywanych w wezle i oraz w jego synach i w przypadku gdy ta wartos$¢ znajduje
sie w jednym z syndw wymienia wartosci weztow i odpowiedniego syna, a nastepnie rekursywnie
wywotuje metode MaxHeapi fy dla tego syna.
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template <class TypKlucza>
void Heap<TypKlucza>::MaxHeapify(int i) {

int 1 = Left(di);
int r = Right(i);
int max;

Element<TypKlucza>* pom;

if (1 < HeapSize && tablica[l]->Wiekszy(tablicali]))

max = 1;
else
max = 1;

if (r < HeapSize && tablicalr]->Wiekszy(tablica[max])) max = r;

if (max != 1) {
pom = tablical[i];
tablical[i] = tablica[max];
tablical[max] = pom;

MaxHeapify(max) ;
}

2025-01-21

Achtung! 2: Informacje odnosnie egzaminu

«+ terminy juz ustalone

« jedno zadanie zrobione cato$ciowe wystarczy na zaliczenie

« obecnos¢ na wyktadach daje od 1 do 3 punktow na egzaminie
+ naegzaminie beda dwa zadania

- jedno z materiatu z wyktadu, wg doktora tatwiejsze
- drugie modyfikacja tego co byto na wyktadzie

Metoda BuildMaxHeap buduje kopiec rozpoczynajac od lisci. Poniewaz pojedynczy element jest
kopcem, zatem w tej metodzie wystarczy przechodzi¢ do wczedniejszych elementéw tablicy wywotujac
dla tych kolejnych elementéw metode MaxHeapi fy, jako ze jedynie w tym nowo dodawanym do
kopca wezle wtasnos$é kopca moze nie by¢ spetniona.
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template <class TypKlucza>
void Heap<TypKlucza>: :BuildMaxHeap() {
HeapSize = Length;
for (int i = HeapSize / 2 - 1; i >= 0; i--) {
MaxHeapify (i) ;
}
}

Zauwazmy, ze w korzeniu kopca zawsze znajduje sie element, ktoérego klucz jest najwiekszy. Mozna
zatem zamieni¢ element w korzeniu, z ostatnim elementem w tablicy reprezentujacej kopiec, zmniej-
szymy rozmiar kopca o 1, a nastepnie przywrocimy wtasno$¢ kopca wywotujac metode MaxHeapii fy
dla elementu ktéry pojawit sie w korzeniu. Postepujgc w ten sposdb z kopca bedziemy wytaczali
kolejne najwieksze klucze, co w konsekwencji doprowadzi do posortowania tablicy reprezentujacej
kopiec. Przedstawiony algorytm stanowi istote sortowanie przez kopcowanie (HeapSort), ktérego
implementacja wyglada nastepujaco:

template <class TypKlucza>
void Heap<TypKlucza>: :HeapSort() {
Element<TypKlucza>* pom;
BuildMaxHeap () ;
for (int i = Length - 1; i > 0; i--) {
pom = tablical[i];
tablical[i] = tablical0];
tablical[0] = pom;
HeapSize-—;
MaxHeapify(0);

}

Mozna pokazad, ze czas dziatania algorytmu sortowanie przez kopcowanie ma ztozonos¢ O(nlogn).
Algorytm ten ma jednak te przewage nad algorytmem sortowania przez scalanie, ze sortowanie odbywa
sie “w miejscu”, czyli przy algorytmie HeapSort nie jest potrzebna dodatkowa pamieé o zmiennej wiel-
kosci (taka pamieC byta potrzebna w algorytmie MergeSort podczas taczenia dwoch posortowanych
tablic).

8.2 Kolejki priorytetowe

Kolejka priorytetowa jest struktura danych, do implementacji ktérej mozna wykorzystac kopiec binarny.
W zwigzku z tym, kolejki priorytetowe rowniez wystepujg w 2 odmianach: typu “min” i typu “max”.

Kolejki priorytetowe pozwalajg na wykonywanie nastepujacych operacji:

1. Insert(x) - wstawia element x do kolejki priorytetowej
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2. Maximum() - zwraca element kolejki o najwiekszym kluczu

3. ExtractMax () -zwracaiusuwa z kolejki element o najwiekszym kluczu

4. IncreaseKey(x, k) -zmieniawartos$¢ klucza przechowywanego w elemencie x na nowa
nie mniejsza od poprzedniej wartos¢ k

Zmodyfikujmy zatem poprzednig definicje kopca dodajac do niego nastepujgce metody realizujace te
operacje:

#include <cstddef> // dla NULL
template <class TypKlucza>
class Heap {
private:
/) ...
public:
/] ...
void Insert(Element<TypKlucza>* x, TypKlucza k);
Element<TypKlucza>x Maximum() ;
Element<TypKlucza>* ExtractMax();
void IncreaseKey(int i, TypKlucza k);
s

template <class TypKlucza>
Element<TypKlucza>* Heap<TypKlucza>::Maximum() {
return tablical0];

template <class TypKlucza>
Element<TypKlucza>* Heap<TypKlucza>::ExtractMax() {

Element<TypKlucza>* m;

if (HeapSize < 1) {

return NULL;

}

m = tablical0];

tablical[0] = tablica[HeapSize - 1];

HeapSize-—;

MaxHeapify(0);

return m;

template <class TypKlucza>
void Heap<TypKlucza>::IncreaseKey(int i, TypKlucza k) {
Element<TypKlucza>* pom;
if (tablical[i]->Wiekszy(k)) {
return;
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}
tablical[i]->SetKey (k) ;
while (i > 0 && tablicali]->Wiekszy(tablica[Parent(i)->GetKey()])) {
pom = tablical[i];
tablical[i] = tablica[Parent(i)];
tablica[Parent(i)] = pom;
i = Parent(i);

template <class TypKlucza>
void Heap<TypKlucza>::Insert(Element<TypKlucza>* x, TypKlucza k) {
HeapSize++;
tablica[HeapSize - 1] = x;
x—>SetKey (k) ;
IncreaseKey(HeapSize - 1, k);

}

Kolejki priorytetowe sg wygodng strukturg danych we wszystkich zastosowaniach, w ktérych mamy
do czynienia z elementami posiadajgcymi okreslone priorytety i chcemy je przetwarzac w kolejnosci
rosnacych albo malejacych wartosci tych priorytetow.

8.3 Sortowanie szybkie (QuickSort)

Algorytm sortowania szybkiego jest algorytmem rekursywnym (podobnie jak MergeSort). Istota algo-
rytmu jest podziat sortowanej tablicy na 2 podtablicy oraz element rozdzielajacy, z ktérych w pierwszej
podtablicy znajduja sie elementy o nie wiekszej wartosci klucza, niz warto$¢ w elemencie rozdzielaja-
cym, a w drugiej podtablicy znajduja wartosci o nie mniejszej wartosci klucza niz wartosS¢ w elemencie
rozdzielajagcym. Nastepnie obie te podtablice sg rekursywnie sortowane.

Rekursywna procedura QuickSort korzysta z funkcji Partition dzielacej tablice na dwie podta-
blice i zwracajacej indeks elementu rozdzielajacego.

template <class TypTablicy>
int Partition(TypTablicyx tab, int p, int k) {
TypTablicy x, pom;

int 1;
x = tab[k];
i=p - 1;

for (int j = p; j < k; j++) {
if (tab[j] <= x) {
i+t

pom = tab[j];
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tab[j] = tab[i];
tab[1i] pom;

}

pom = tab[i + 1];
tab[i + 1] = x;

X = pom;

return i + 1;

template <class TypTablicy>
void QuickSort(TypTablicy* tab, int p, int k) {
int q;
if (p < k) {
q = Partition(tab, p, k);
QuickSort(tab, p, q - 1);
QuickSort(tab, q + 1, k);
}
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