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2023-10-25

1 Iloczyn mieszany

Iloczyn mieszany Iloczynem mieszanym trojki wektoréw a, ¥, w nazywamy liczbe okreSlong w naste-
pujacy sposdb

(@0w) = (i x ¥) o @

Dla wektoréow w R & = [vy, v9, v3], zachodzi rdwnosé

W= [wy, wa, w3]

up Uz U3
(ﬁﬁw): v V2 U3

wyp w2 w3

Wtasnosci iloczynu mieszanego wynikajg bezposrednio z wtasnosci iloczynéw wektorowego i skalar-
nego

Z definicji wynika, ze dtugosc iloczynu wektorowego wektoréw i ¥ jest rowna polu réwnole-
gtoboku rozpietego przez wektory i, 4.

—— =

Z kolei liczba |(@ow)| jest rowna objetosci rownolegtoscianu rozpietego na tych wektorach.

—— —

Liczba % |(@vd)| jest rowna objetosci czworo$cianu rozpietego przez wektory @, ¥, w

Twierdzenie 1.1

| r

Wektory «,7,u sg wspotptaszczyznowe wtedy i tylko wtedy, gdy ich iloczyn (@ow) = 0

| r

Przyktad 1.1

Dane sa trzy wierzchotki czworoscianu A(4,0, —2), B(6,—2,2),C(4, —4, 6). Wyznacz czwarty
wierzchotek D wiedzac, ze lezy on na osi oy, a objeto$¢ czworoscianu jest rowna 40.

D e OY < D(0,y,0)

w
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AB =[2,-2,4]
AC = [0, —4,8]
E:[_47y72]
2 -2 4
—4 8 0 8 0 -4
y 2 —4 2 -4 y
-4 y 2

=2(—8 —8y) +2(0+32) +4(0 — 16) = —16 — 16y + 64 — 64 = —16 — 16y

1 1
(v = 5|16 - 16y\) AV =40) = |16~ 16y| = 40

|16 4+ 16y| = 240
16 + 16y = 240 V 16 + 16y = —240
y=14vy=-16
D1(0,14,0)

D5 (0, —16,0)
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Rownolegtoscian

V=PF,-h
V=luxd-h
zdrugiej strony
V = |(dv)|
. (Ci)]
U XxXv

2 Prostai ptaszczyzna w R?

Prostaw R® o wektorze kierunkowym @ # 0 przechodzaca przez punkt A nazywamy zbiér p = {X €
R3:X=A+t 0,teR}

Prosta przechodzacg przez dwa punkty A, B rézne od siebie rozumiec bedziemy jako prostg o
wektorze kierunkowym ﬁ i przechodzaca przez punkt A

Rownanie parametryczne Jezeli punkt A ma wspétrzedne A(aq,az,a3), za$ wektor & ma wsp6t-
rzedne ¥ = [v1, v2, v3), to rbwnanie prostej p mozemy zapisa¢ w postaci

r1 = a1 +tvg
pera=az+tvy tER

xr3 = asz + tvs

W ten sposdb otrzymaliSmy réwnanie prostej p, ktdére nazywamy rownaniem parametrycznym

Rownanie kierunkowe Z réwnar parametrycznych prostej mozna formalnie wyliczyé parametrt i
poréwnujac ze sobg otrzymac:
1 — a1 T2 —az I3 —as

U1 V2 U3

Rownanie powyzsze okresSlamy jako rownanie kierunkowe prostej p.

Dla prostej w R? nie istnieje réwnanie ogdlne(np jak dla prostej w R?: yy = kx + b)
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2.1 Przyktad

Przyktad 2.1

znalez¢ réwnania prostej przechodzacej przez punkt A(0, 0, —2) i prostopadtej do wektoréw
@=1[0,1,-5]ib=[-2,3,0]
Wektor kierunkowy @ mozemy przyjac¢ wektor @ x b

i 7k
Gxb=|0 1 —5|=rachunekwyniku= 15i+ 10 + 2k.
-2 3 0
xr1 = 15t
PQ o = 10t teR..
T3 = —24+ 2t

Réwnanie kierunkowe

1 a;g_x3+2

15 10 2

Jezeli wektor kierunkowy ma wsréd wspédtrzednych zero np. v = [v1, v2, 0], A(a1, az, as3), to

rownanie kierunkowe ma postac

xr1 — a1 T2 — a2 xr3 —as

V1 V2 0
Zas parametryczne ma postac

1 =vt+a;

r3 = as
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2.2 Ptaszczyznaw R?

Ptaszczyznaw R? Ustalmy w R3 punkt A i dwa wektory i, ¥/ liniowo niezalezne. Ptaszczyzne mwR3
przechodzaca przez punkt A i rozpieta przez niewspétliniowe wektory o, v nazywamy zbidr

T={XeR: X=A+t-i+s-U;ts €R}

Ptaszczyzna wyznaczong przez trzy niewspétliniowe punkty A, B, C rozumiec bedziemy jako
ptaszczyzne rozpieta przez wektor ﬁ, ﬁ

X = A+ td+ sv, t,s € R.

Rownanie parametryczne Zapiszemy we wspbtrzednych X (z1,z2,23), A(a1,az2,a3), @ =

[ulv ug, U3], 6 — [Ulv V2, U3]:

1 = a1 + tuy + svp
T =14 x9=ay+tus + svg t,5€R.

xr3 = a3z + tug + svs
OtrzymaliSmy rownanie parametryczne ptaszczyzny
Kolejnym z réwnan ptaszczyzny jest tzw. réownanie wyznacznikowe w R3

Rownanie wyznacznikowe Zauwazmy, ze ptaszczyzne w R3 przechodzaca przez punkt A i rozpieta
przez niewspotliniowe wektory @, & mozemy opisaé warunkiem

(AX,7,7) = 0.
zapisujac we wspotrzednych

r1—ayp T2 —az I3 —as
[ ug us =0.

U1 V2 us

Rozwijajac wzgledem pierwszego wiersza mamy:
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Ty —ar T2 —az2 T3—ag

U Uz up uz Uy U2
U1 U9 Uus = (wl - al) +(l‘2 - CLQ) +(a:3 — a3)
V2 U3 V1 U3 vl U2l.
(%1} (%] us —— —— ~—
A B C
u2 U3 uyp us U U
D=a + as +
Vo U3 vl U3 V1 V2

Rownanie ogélne Porzadkujgc otrzymujemy réwnanie postaci Axy 4+ Bxy + Cxs + D = 0, ktdre
nazywamy réwnaniem ogdlnym ptaszczyzny w R3

Wektor normalny ptaszczyzn Zauwazmy, ze wspétrzedne A, B, C' sg w rownaniu ogolnym wspot-
rzednymi wektora 77 = « x ¥ prostopadtego do ptaszczyzny 7. Wektor ten nazywamy wektorem
normalnym ptaszczyzny w

2023-11-08

2.3 Rownanie odcinkowe

Réwnanie normalne ptaszczyzny 7 odcinajacej na osiach ox, oy, 0z uktadu wspétrzednych odcinki
zorientowane a, b, ¢ # 0 ma postac

T z
a b ¢

Przyktad 2.2

Znalez¢ rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez Srodek odcinka ﬁ, gdzie A(3,2,—1) i
B(5,0,7) i prostopadtej do tego odcinka

WJ_E

AB =[2,-2,8]
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rg = wA-ng —4
S:qys = AJZF B — 1 - punkt przeciecia ptaszczyzny prosta
zg — zA—|2—zB = 3

Rownanie Ogblne
T 2x—4)—2(y—1)+8(z—3)=0
z—4—y+1—-42-12=0
m.x—y+4z—15=0

Réwnanie odcinkowe

r—y+42z—-15=0
r—y+4z =15

\.

Przyktad 2.3

Napisac rownanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt (0,0,0) oraz réwnolegtej do wektoréw
u=[1,2,3]iv=[0,—-1,2]
Rownanie parametryczne ptaszczyzny

zt=04+1-¢t4+0-s
T:qy=0+2-t+-1-5 steR
z2=04+3-t+2-s

=t
Tiqy=2-t+—-1-5 s,teR
z=3-t+2-s
Znajdziemy wektor normalny 77 : 7 L 7. Poniewaz (i || ) A (¢ || 7),to (77 L @) A (7i L ¥)
P

k
R=uxv=|1 2 3|=..obliczenia...=7i—2j—k
2

0 -1
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it =[7,-2,—1]

miTe—2y—2z2=0

2.4 Pek ptaszczyzn

Pek ptaszczyzn réwnolegtych w R3 nazywamy zbidr wszystkich ptaszczyzn réwnolegtych do danej
ptaszczyzny

Pekiem ptaszczyzn przecinajacych sie wzdtuz krawedzi p nazywamy zbi6r wszystkich ptaszczyzn
zawierajacych prosta p

. omArw+ Ay + Asz + Ay =0 . e .
Jezeli sg ptaszczyznami przecinajacymi sie, to
T :BliL'+B2y+B32+B4=0

m o Aje 4+ Asy + Asz+ Ay =0
p:
m : Bix+ Boy+ B3z + By =0

przedstawia rownanie krawedziowe prostej p, bedacej czescig wspdlng 7y i 7o

Przyktad 2.4

Znalez¢é rdwnanie ptaszczyzny przechodzacej przez punkt A(2, —1, 1) i prostopadtej do prostej

x—2y+2—-3=0 iy = [1,—-2,1]
r+y—z+2 fig = [1,1, —1]

1 LpAiny Lp

Wektor kierunkowy prostej p jest prostopadty do 71 i 7io

i ]k
=i xfla=|1 —2 1 |=..obliczenia... =7+ 2]+ 3k
1 1 -1

10
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v =11,2,3]
Niechy =0
z+2=3
_l’_
z—2=-2
1
2z=1=z=2
x T =
22=25
5
z==
2
Rownanie parametryczne prostej p
1
y =2t , teR
_5
Z—§+3t
Szukana ptaszczyzna L p
e =vp L
T (z—2)+2(y+1)+3(z—1)=0
r4+2y+32—-3=0

Przyktad 2.5
Obliczy¢ odlegtosé punktow Py(3, 4,2) od prostej

r=-241
z=3-—3t
P =

Napiszemy rownanie ptaszczyzny 7 takiej, ze

PoenAm Ll

11
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Ul = []-7]-7_3] :ﬁﬂ'

(#=3)+(y—4)+(2—2)=0
r4y—32—-1=0
Punkt P bedacy rzutem punktu Py na prosta [ jest punktem wspolnym ptaszczyzny i prostej
(punkt przebicia ptaszczyzny proste;j l)
—24+t+14t—-3(3-3t)—1=0
t=1

P(~1,2,0)

d(Po,1) = |PRo| = /3 + 1)2 + (4 - 22+ (2-0)2 = VIBI + 4 = V24 =26

3 Przeksztatcenia afiniczne w przestrzeni Euklidesowej

Niech X bedzie zbiorem f : X — X nazwiemy przeksztatceniem jezeli funkcja ta jest iniekcja (funkcja
roznowartoSciowa) i jest surjekcja, to znaczy jest bijekcja

Rozwazmy nastepujgce odwzorowanie przestrzeni euklidesowej f : E™ — E™ w siebie. Jezeli odwzo-
rowanie f, : TE™ — TE" (zbior wektoréow swobodnych okres$lonych na przestrzeni E™)

XV] = [F(XO) (V)]

jest okreslone poprawnie w tym sensie, ze nie zalezy od wyboru reprezentanta )77 wektora swo-
bodnego [)ﬁ/] to nazywamy je odwzorowaniem indukowanym odwzorowania f. Gdy f, jest auto-
morfizmem przestrzeni wektorowej TE™, to f nazywamy przeksztatceniem afinicznym przestrzeni
euklidesowej E™

2023-11-22

12
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3.1 Odwzorowanie liniowe

Rozwazmy dwie przestrzenie wektorowe V, W.

Odwzorowanie liniowe Odwzorowaniem liniowym A : V' — W nazwiemy odwzorowanie, ktére
spetnia warunki:

1. addytywnos¢

/\ A(Ul -+ 1}2) = A(Ul> + A(’Ug)

v1,02€V

2. jednorodnosc

/\ /\ AN -v) =X Av)

AeRveEV
I1zomorfizm liniowy Izomorfizmem liniowym nazywamy odwzorowanie liniowe A : V' — W, ktére
jest bijekcja
Automorfizm liniowy Automorfizmem liniowym nazywamy izomorfizm liniowy A : V' — V. Innymi
stowy takiizomorfizm liniowy A : V — W,z2e V =W

3.2 Zapis odwzorowania liniowego we wspétrzednych wektorowych

Ustawny w przestrzeniach wektorowych VW bazy odpowiednio V{ai,a2,as,...,a,} i
W{617627B37"'75n}

vV=via1 +v262 + ...+ U0y

A(0) = A(vnay + veaa + ... + vpay)

addytywnoéé

A(via@r) + A(v2a@3) + ... + A(vaaz)

jednorodnos¢

vIA(@r) + v2A(@2) + ... + v, A(an)

Kazde odwzorowanie liniowe jest jednoznacznie okreslone przez podanie jego wartosci na wektorach

pewnej bazy przestrzeni wektorowej V, tzn A(ay), . .., A(ay,)

Kazdy z tych wektorow jako wektor przestrzeni W da sie zapisac przy uzyciu bazy B(ay), . . ., B(ay,)

13
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A(ar) = a11b1 + arzbs + ... + ainby
A(a@z) = a21b1 + agebs + ... + aznby

A(%) = anlgl + an252 + ...+ annby

ailr a2 ... Qinp
as1r a22 ... Q2n
anl1 AAp2 ... QGpn

3.3 Warunek na automorfizmem

Odwzorowanie A jest automorfizmem, jezeli wyznacznik macierzy odwzorowania jest rézny od zera.

Mozna podac macierzy zapis odwzorowania liniowego

-w1_ _a11 aiz ... aln_ _111_
A(@) _ w2 _ a1 a2 ... Qa2p ) V2
_wn_ _anl ap2 ... ann_ _vn_
gdzie
_wl_ _Ul_
Av)=w = s U= .
_wn_ _vn_

3.4 Odwzorowanie indukowane

Na podstawie definicji przeksztatcenia afinicznego odwzorowanie indukowane f, tego przeksztatcenia
jest okre$lone wzorem:

14
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f([AB]) = [f(A)f(B)]

3.5 Postac ogolna przeksztatcenia afinicznego

W przestrzeni euklidesowej n-wymiarowej E™ ustalmy dwa punkty O, X € E™. Wtedy dla przeksztat-
cenia afinicznego f : E™ — E™ mamy f*(aik) = [f(O)f(X)]

Wykorzystujac afinicznej sumy (punktu i wektora) powyzszg rownos$¢é mozemy zapisa¢ w postaci

f(X) = f(0) + f.(0X)

Otrzymany zapis nazywamy postacig ogdlng przeksztatcenia afinicznego

3.6 Odwzorowaniew F3 i E?

Pokazemy ze kazde przeksztatcenie afiniczne mozna zapisaé przy uzyciu wspotrzednych afinicznych
przestrzeni Euklidesowej

Ustalmy w E3 afiniczny uktad wspétrzednych {0, vy, 02, 3}

Zapiszemy odwzorowanie indukowane f:

w1 = a1101 + a1202 + a1303
W2 = a2101 + G202 + a2303

w3 = az1v1 + az2v2 + a33vs
Poniewaz f, jest automorfizmem, to
aiy a2z ais

az1 agzz a23 7&0

azyp as2 ass

Stad otrzymujemy zapis przeksztatcenia afinicznego

f(X) = f(0) + £.(0X)

w postaci nastepujacej:

15
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f(X)=Y

Y1 = a1 +a1171 + a12%2 + 41373
Y2 = ag + 2171 + a22T2 + A23T3

Y3 = a3 + a317T1 + a32¥2 + a33T3

Jezeli rozpatrujemy przestrzed E?, to odwzorowanie afiniczne jest postaci

{yl = a1+ a1171 + a12%2

Y2 = a2 + a21T1 + a22T2

Przyktad 3.1

Pokazaé, ze f : E? — E? dane wzorem:

f Y1 = a1+ anx1 + ajpx2
Y2 = ag + a21x1 + a2

Ty = p1 +tu o
przeprowadza prosta p : w zbior, ktdry jest prosta
T2 = pa + tvo
y1 = a1 + a11(p1 + tvr) + a12(p2 + tva)
fp):

Y2 = ag + as1(p1 + tvy) + aga(ps + tva)

Y1 = a1+ a1 - p1+ai - tvr +aiz - p2 + aig - tug
e
Y2 = ag + ag1 - p1 + ag1 - tv1 + agy - p + agz - tvg

{yl = a1+ a1 - p1+ a2 - p2 + t(anivr + aizvs)

Y2 = a1 + ag1 - p1 + a2 - p2 + t(ag1v1 + azva)

a1+ a1 -p1+ a2 -
f(p) przechodzi przezpunkt( 17011 P1 T 012" P2

;a1 4 az1 - p1 + ag - p2)

W = [a11v1 + a1202, a21V1 + a2202]

3.7 Wtasnosci przeksztatcen afinicznych

I. Przeksztatcenia afiniczne przeprowadzaja proste w proste, a ptaszczyzny w ptaszczyzny.

16
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. Przeksztatcenie afiniczne zachowuje réwnolegtos¢ prostych i ptaszczyzn.

Przeksztatcenie afiniczne zachowuje zachowuje stosunek podziatu pary punktéw(lub wektora),
tzn.

AB(C) = Ay p3) (F(C))

W szczegdlnosci Srodek odcinka AB przechodzi w Srodek odcinka f(A) f(B)

IV. Przeksztatcenie afiniczne jest bijekcja.
V. Przeksztatcenie odwrotne do przeksztatcenia afinicznego jest przeksztatceniem afinicznym przy
czym:
(f D= ()"
VI. JednosScig w grupach przeksztatcen afinicznych jest przeksztatcenie identycznosciowe I : E™ —
E™, takie,ze I(X) = I1(O) + I,(0X) = X
VII. Ztozenie przeksztatcen afinicznych jest przeksztatceniem afinicznym, przy czym
(fog)s=(fiogs)
VIIl. Sktadanie przeksztatcen afinicznym jest dziataniem tacznym, tzn:
(fog)oh=fo(goh)
IX. Jezeliw E? dane s trzy punkty A, B, C niewspétliniowe oraz trzy punkty D, E, F niewsp6tli-
f(A)=D
niowe, to istnieje doktadnie jedno odwzorowanie afiniczne f : E? — E?, takie, ze f(B) = E
f(C)=F
Y1 = a1 + a1171 + a1222
Y2 = a1 + a2121 + a22T2
w 3 jezeli dane sg dwa uktady punktéw { A1, As, A3, Ay} i{Bi, B2, B3, B4} niewspétliniowe, to
istnieje doktadnie jedno odwzorowanie afiniczne f : E3 — E3, takie, ze f(A1) = By, f(As) =
BQa f(A3) = B37 f(A4) = B4
2023-12-13
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3.8 Twierdzenie

Twierdzenie 3.1

Przeksztatcenia afiniczne f : E? — E? postaci

f {yl = a1121 + a2z + ai

Y1 = a21T1 + a2x2 + a2

Zmieniaja pole rownolegtobokdéw w skali

ai;p a2
az1 a2

warto$¢ bezwzgledna z wyznacznika

Twierdzenie 3.2

Przeksztatcenia afiniczne f : E3 — E3 postaci

Y1 = a11T1 + a12x2 + a13r2 + a1
Iy = aziw1 + agxs + azsws + a2

Y1 = a3171 + az2x2 + az3rz +az
zmienia objetos¢ rownolegtoscianu (ewentualnie czworoScianu) w skali
ailr a2 a3

k= a1 Q22 Qa3

az1 as2 as3

3.9 Zmiana orientacji

Mowimy, ze przeksztatcenie afiniczne f zachowuje orientacje jezeli jego przeksztatcenie indukowane
f« przeprowadza kazda baze w baze zgodnie orientowang, natomiast f zmienia orientacje jezeli f.
przeprowadza kazda baze w baze zorientowana przeciwnie.

Mozna udowodnic, ze [a;;] jest macierzg odwzorowania afinicznego, to

1. f zachowuje orientacje gdy det[a;;] > 0
2. f zmienia orientacje gdy det[a;;] < 0
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3.10 Przyktady przeksztatcen afinicznych

Przyktad 3.2

Tozsamoé¢ w E2

P . =

Y1 = 1 10 1 Y1
f:
Y2 = T2 0 1 T Yo

macierz jednostkowa

Przyktad 3.3

| r

Translacja o wektor v = [v, vo] w E?

Y1 =21+ U1
f:{

Yo = X2 + V2

Przyktad 3.4

Symetria wzgledem prostej w £? lub wzgledem punktu w E3 jest przeksztatceniem afinicznym

Przyktad 3.5

Jednoktadnos$¢ w skali k wzgledem punktu O ktory jest poczatkiem afinicznego uktadu wspot-

rzednych jest przeksztatceniem afinicznym

Przyktad 3.6

Obrét w E? dookota punktu O o kat a jest odwzorowaniem afinicznym

r
\

3.11 Izometrie przestrzeni Euklidesowej punktowej

Niech (E™, TE™, o, —) bedzie przestrzenia euklidesowa punktowa, gdzie

E™ | zbior punktéw (n =2V n = 3)
TE"™ | przestrzeh wektorowa (n = 2 V n = 3) wektoréw swobodnych
—: E" x E" — TE"™ | odwzorowanie punktow

o: TE™ x TE™ — R | iloczyn skalarny
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3.12 Odlegtosc euklidesowa

Jezeli X,Y € E*(X,Y € E®)sgpunktamiorazii =Y — X = ﬁwtedy odlegtosc¢ euklidesowa
punktow X, Y jest liczbg oznaczang dg(X,Y) = |)?17>] =1

Jezeli X (21, 22), Y (y1, y2) lub odpowiednio X (z1, z2, 23), Y (y1,y2, y3) to

dp(X,Y) =/(y1 —21)2 + (y2 — 22)? Wb dp(X,Y) = /(11 — 21)2 + (y2 — 22)? + (y3 — x3)?

3.13 Izometria

Izometrig przestrzeni euklidesowej E? lub E3 nazywamy przeksztatcenie afiniczne f : E? — E? lub
f : E3 — E? zachowujace odlegtoéci miedzy punktami, tzn.

dp(X,Y) =dp(f(X), f(Y))

Twierdzenie 3.3

Nastepujace warunki opisujace izometrie sa sobie rownowazne

1 A de(X.Y) = ds(f(A), f(B))

X, YeE"

2 A 9= 1£)
veETE™

3 N\ (@od)=(f(2)of(?))
u,0eTE™

Dowod 3.1

Niech X,Y € E"i = XY.
Udowodnimy (1) < (2)

] = |X¥| = du(X,Y)

£(0)] = [f(XT)] = |F(YV) = F(X3| = du(f(X), £(¥))

udowodnimy (2) <= (3)

I. Najpierw pokazemy, ze (3) = (2)

—

Jest oczywiste wystarczy zauwazyé, ze |v] = VT o ¥ 2 V (@) o fu(D) = | f«(D)]
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Il. Pokazemy,ze2 = 3

Aby udowodni¢ ta implikacje, wykorzystamy wzdr wyrazajacy iloczyn skalarny tylko przy
pomocy dtugosci wektora, tzn.

How = [l +1op ~ |7 — o1
I O [ T T
uov:§[|ul + |7 —]u—v\}
1
= 5 A @P + 1A@F = 1@ ~ £@)P]
= £.(@) © £u(9)
CND

3.14 Zapis izometrii we wspotrzednych ortonormalnych

Skoro izometria jest odwzorowaniem afinicznym, to mozna ja zapisa¢ w postaci

n
j=1
Iy {yl = a1171 + a12T2 + a1

Yo = G211 + a22%2 + a2

Y1 = a1171 + @122 + a13x3 + a1
E3 . o
Y Y2 = @171 + agex2 + a3r3 + az

Y3 = a3171 + azax2 + a33rs + a3

Musimy dotozy¢ warunki okreslajace izometrie:

(@0 ¥) = fu(d) o fu(¥)

Niech @ = [u1, us] i wektor ¥ = [v1, vo] wtedy

f*(ﬁ) = f*([ula U2D = (a11u1 + a12u2, az1u; + a22u2)
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f(0) = ful[v1,v2]) = (a11v1 + a12v2, ag1v1 + azzv2)

Warunek okreslajacy izometrie przyjmie postaé
() o U = ugv1 + ugvy = fi(@) o fi (V)
= (anu1 + apuz) - (a11v1 + a12v2) + (az21u1 + azusg) - (a21v1 + azvs)

Przeksztatcajac prawa strone powyzszej rownosci otrzymujemy

afjuivy + ar2a11 - UV + @iy - a1V + ajyUsvs

2 2
+ a51u1v1 + 22021 U201 + G21A22UTV1 + A59 ULV

= (af; + a3))urvr + (aly + a3y)ugve

+ (a12 - a11 + ag2a21))ugvy + (a11a12 + azia2)viv2

Uwzgledniajac rownosé () otrzymujemy uktad réwnan:

2 2 _
CL11+CL21—1

2 2
(112+CL22—1

(%) :
aj2ai1 + azzaz; =0
aira12 + asraze =0
. app a2 . : . .
Dla macierzy A = powyzszy uktad mozemy zapisaé w postaci A - A =1
a1 a2
2 2 _ 2 2 _

T a1 a9 ail a2 aiy + a5 = 1 ajy + a5y = 1 1 0
ajz  aa az a2 aiz - aip +agzaz; =0 ajja12+ azaze =0 01

Macierz spetniajaca ten warunek nazywamy macierza ortogonalng

Warunki z uktadu (x) sg niezalezne i rozwigzanie tych réwnai mozna zapisaé w postaci

1. a;; = cosq,ag =sina, « € (0,2n)
2. ag) =cosf,az =sinf, [ € (0,2n)

Wtedy ostatni warunek przyjmuje postac:
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cosa-sinf+sina-cosf =0 < sin(a+ ) =0

a+p=km, kel

a+p=0, a+p=7, a+=2r, a+p=37

czyli

a=n1—08, a=2r—0

2024-01-17

4 Krzywa stozkowa

4.1 Definicje
Wartos¢ wtasna macierzy Wartosci wtasne obliczamy jako ) ze wzoru
det(M — AI) =0

gdzie M - macierz dla ktérej wyznaczamy wartosci wtasne, I - macierz jednostkowa

Twierdzenie 4.1

WartoSci wtasne A1, Ao matej macierzy stozkowej M zawsze s rzeczywiste i nie zaleza od wyboru
ortonormalnego uktadu wspotrzednych w ktérym zapisano rownanie stozkowej

Stad macierzy Sladem (ang. trace) tr A macierzy kwadratowej A nazywamy sume elementéw na
gtownej przekatnej

n
def
trAS ) i =an +an+ -+ anm
i=1

23
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4.2 Postaci krzywej stozkowej

Postac ogdlna krzywej stozkowej

Az? + By> + Cay+ Dx + Ey+ F =0
Zapisujac w postaci macierzowej
A C/2 DJ/2| |z

{x Yy 1} C/2 B E/2| |y| =0
D/2 E/2 F | |1

A C/2 D)2
. A C)2
A=10/2 B E/2 A=
c/2 B
D/2 E/2 F - -

macierz mata

macierz duza

4.3 Obliczenie wspétczynnikéw rownania kanonicznego krzywej drugiego stopnia

Aby obliczy¢ wspétczynniki rownania kanonicznego nalezy wykonac nastepujace kroki:

1. okreélié typ stozkowej (obliczamy wyznaczniki det A, det A i patrzymy do tabeli nizej)
2. obliczy¢ wartosci wtasne A1, Ay matej macierzy stozkowej A

« Gdy jedna z tych wartoSci sie zeruje, to zawsze jg oznaczamy \;.
+ Gdy istniejg wartosci ujemne, to jedng z nich zawsze oznaczamy \,

3. obliczy¢ wspétczynniki

det A
AL - Ao

c11 = |M| c22 =M #0 c33 = ‘
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Rownanie kanoniczne Rzad macierzy A
c117? + cny? —c33 =0 3
cria® + eyt + 33 =0 3
cria® —cpy? —c33=0 3
coy® — 2138 = 0 3
cpx? — 022y2 =0 2
c1122 + c0y% =0 2
oy’ —c33=0 2
cay® + ¢33 =0 2
622y2 =0 1

Krzywa jest niezdegenorowana, gdy rz. A = 3

det A det A
#0 >0
#0 >0
#0 <0
£0 =0
=0 <0
=0 >0
=0 =0
=0 =0
=0 =0

Typ stozkowej

elipsa trA-detA <0

elipsaurojona trA-detA >0

hiperbola

parabola

para prostych przecinajacych sie rzeczywistych
para prostych przecinajacych sie urojonych
para prostych rownolegtych rzeczywistych
para prostych réwnolegtych rzeczywistych

prosta urojona
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