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Przedmowa

To sa notatki z przedmiotu Elementy Logiki i Teorii Mnogosci prowadzonego na kierunku IAD w
2023/2024 roku przez dr Matgorzate Murat. Tresci obejmujg 12 wyktadow z 15 (pierwsze trzy nie byty
notowane).

Autor starat sie notowac najlepiej jak potrafi, jednak mogt przepisac zle. W wyktadach rowniez zdarzaty
sie niedoprecyzowania lub btedy i jesli byty zauwazone, byty poprawione, jednak to nie oznacza, ze
tresci notatek sg bezbtedne (w tym gramatycznie).

Notatki znajduja sie w domenie publicznej na warunkach licencji CC0 1.0 Universall. Kod Zrédtowy
mozna znalez¢ w repozytorium na GitHub https://github.com/wmit-materialy/notatki

https://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/deed.pl
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2023-10-27

1 Teoria mnogosci

1.1 Podstawowe definicje teorii mnogosci

Para uporzadkowana Para uporzadkowana (a, b) nazywamy zbiér {{a}, {a, b} }, gdzie

+ a - poprzednik pary
+ b-nastepnik pary

Twierdzenie 1.1: Rownos¢ par

Dwie pary (a,b), (c,d) sa rowne wtw, gdya = cAb =d
Woprost z definicji wynika,ze A x B# B x A

(a,0) = {{a}{a,b}}
(b,a) = {{b}{a, b}}

lloczyn kartezjanski Iloczynem kartezjariskim zbioréw A, B nazywamy zbiér par uporzadkowanych
(a,b), takich,zea € A,b € B.

Zbior potegowy Zbiorem potegowym P(X) nazywamy zbidr wszystkich podzbioréw zbioru X. Moc
zbioru potegowego |P(X)| = 21Xl

Indeksowana rodzina zbioréw Indeksowang rodzing zbioréw nazywamy funkcje z : I — X, gdzie
I - zbiérindeksow. z : i — x(i) = x;. Zwyczajowo zamiast pisania x (i) pisze sie z;.

1.1.1 Uogélniona suma zbiorow
Uogolniona suma zbiorow Uogdlniong suma indeksowanej rodziny zbioréw {4; : i € I'} nazywamy

zbiér elementdw ktore nalezg do co najmniej jednego ze zbiordw A;, i € 1.

AlUAQU...UAn:UAi

n
zel) &= (@eAdivaedv.. . VaeA,)
i1

<~ Elie{1727m7n}x € A’L
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VIEU x € UA’ < 31‘611' c A;
el

1.1.2 Uogélniony iloczyn zbiorow

Uogolniony iloczyn zbiorow Uogdlnionym iloczynem indeksowanej rodziny zbioréw {A4; : i € I}
nazywamy zbior ztozony z elementdw, ktdre naleza do kazdego ze zbiordw A;,i € I.

AlﬂAgﬂ...ﬂAn:nAi
=1

n
J;Gﬂ — (r e ANz €EAN...Nx EA,)
i=1

= Vieq1,2,..m}% € 4i

Ver [x S ﬂ A; — Vie[m‘ S Ai‘|
el

Przyktad 1.1

I=N;, X =Nf:Ny - P(N)f(i) = {ik : k € N}
Ai={1-k:keN}={0,1,2,3,..} =N
Ay ={2k: ke N}={0,2,4,6,...}
A1 = {11k : k € N} - zbior liczb nieujemnych podzielnych przez 11

ﬂAi={0} UAiZN

1€NL 1€ENL

1.2 Aksjomaty teorii mnogosci
Aksjomat ekstensjonalnosci Dwa zbiory sa réwne jesli maja te same elementy.

VoVylr =y & Vit ez ot €y))
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Aksjomat zbioru pustego Istnieje zbi6r ktory nie ma elementow.
3V~ (y € x)

Aksjomat pary Dla dowolnych dwdch elementdw istnieje zbidr ktorego elementami sg jedynie zbiory
Tiy.
VoVyd Vit € z & (t =2Vt =y)

Zbior, o ktorym mowa w aksjomacie pary nazywamy para (nieporzadkowana) i oznaczamy {x, y }.
Aksjomat sumy Dla dowolnego zbioru z istnieje zbior y, ktdrego elementami sg tylko i wytacznie
elementy zbioru .
Zbiér y oznacza sie |J .
Vo3yViz € y & Vieax € 1]

Aksjomat zbioru potegowego Dla kazdego zbioru z istnieje zbidr p, ktdrego jedynymi elementami
sg doktadnie podzbiory zbioru .

VoA Viz ey e Vitez=>t €a]

Aksjomat nieskonczonosci Istnieje zbidr induktywny A, taki, ze

1. A€ X,
2. ¥4 A€ X & S(A) € X, gdzie S(A) = AU {A}.

Takim zbiorem jest na przyktad

{2.{9},{2,{9}}, {2, {2}, {2, {2}}},.. .}

Aksjomat podzbioréw Dla kazdego zbioru a istnieje zbidr b ztozony tylko z takich elementéw zbioru
a, ktére maja wtasnosé ¢.

Aksjomat wyboru Dla kazdej rodziny niepustych i roztacznych zbioréw istnieje zbidr ztozony z jed-
nego elementu kazdego zbioru tej rodziny.

Aksjomat regularnosci (ufundowania) Kazdy niepusty zbiér x ma element roztaczny z .

2 Relacja binarna

Relacja binarna (dwuargumentowa) Kazdy podzbiériloczynu kartezjanskiego zbioréow X, Y (tj. X x
Y') nazywamy relacjg w iloczynie kartezjanskim zbioréw X i Y (krétko relacjaw X x Y)

Relacja jest albo zbiorem pustym, albo zbiorem par uporzadkowanych
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Istnienie pary (z,y) w relacji R oznacza, ze x jest w relacji zy

(r,y) € R <= xRy

Przyktad 2.1

<CRxR
12) e <
| <2 (1,2)
2,1)¢<
Przyktad 2.2
RCN;y x Ny

(z,y) € R <= zly
(1,2) e R (4,64) € R

Zamiast pisaé (r,y) € R bedziemy pisaé xRy oraz oznaczymy X x X = X2 zatemR? = R x R,
R} =R xR xR

Jezelirelacja R jest zdefiniowana w X2, to bedziemy méwi¢, ze «R jest zdefiniowana w X 2».

2.1 Dziatania narelacjach

Na relacjach jako zbiorach mozemy wykonywac operacje sumowania (U), odejmowania (\), znajdo-
wania czesci wspdlnych (M) w sensie teorii mnogosci. Mozemy tez tworzy¢ iloczyny kartezjanskie

().

2.2 Dziedzina relacji

Dziedzina relacji Dziedzing relacji R C X x Y nazywamy zbiér poprzednikéw par nalezacych do
relacji R
Bedziemy pisa¢ D(R) = {z € X : xRy}

2.3 Przeciwdziedzina relacji

Przeciwdziedzina relacji Przeciwdziedzing relacji R C X x Y nazywamy zbidr nastepnikéw par
nalezacych do relacji R.
Bedziemy pisac PD(R) = {y € Y : xRy}

(o]
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Przyktad 2.3

Niech X' = {273’4}7Y = {172737475’6’ 7}: oraz ny g -’B‘y

R= {(27 2)7 (27 4)7 (27 6)7 (37 3)7 (37 6)7 (47 4)}
D(R)=1{2,3,4} =X oraz PD(R)={2,4,6,3} #Y

2023-11-03

Obraz Obrazem zbioru A wzgledem relacji R nazywamy zbiér nastepnikéw par (z,y) € R, gdzie
poprzedniki naleza do zbioru A, czyliz € A.

R(A) = {y € Y : JpcazRy}

Przeciwobraz Przeciwobrazem zbioru B wzgledem relacji R nazywamy zbiér poprzednikoéw par
(z,y) € R, nastepniki ktorych naleza do zbioru B, czyliy € B.

R'B)={zreX: dyepr Ry}

Relacja odwrotna Relacjg odwrotng R~! do relacji R C X x Y nazywamyrelacje R~! C Y x X,
taky, zeyR~ 'z <= xRy
Ztozenie relacji Ztozenierelacji R C X x Y zrelacja S € Y x Z nazywamy relacje R o S, taka, ze

VoexVaez [.’L’(R o S)Z ~ (EIyEY xRy A ySz)]

2.4 Funkcja

Funkcja Funkcjg nazywamy relacje dwuargumentowa f C X x Y, gdy dla kazdego = € X istnieje co
najwyzej jedeny € Y, taki ze z fy

Relacja f C X x Y jest funkcjg wtw, gdy spetnia dwa warunki:

1. Vaex Jyey xfy (warunekistnienia)
2. Voex Yy ey (@fyr ANzfya = 11 = y2) (warunek jednoznacznosci)
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2.4.1 Ztozenie funkgji

Ztozenie funkcji jest operacja taczna (tzn. (f o g) o h = f o (g o h)), ale nie jest przemienna (tzn.
f og = go f niezachodzi w przypadku ogblnym).

2.5 Inne typy relagji

Funkcja czeSciowa Funkcjg czeSciowa nazywamy relacje R C X x Y, ktdra spetnia warunek jedno-
znacznosci

Veex Yy ey, (Tfyr Axfya = y1 = 1y2)

Funkcja czeSciowa funkcji f : X — Y jest zdefiniowana tylko dla podzbioru S C X, a niedla
catego zbioru X.

Przyktad 2.4

Funkcja f(x) = 22 jest funkcja cze$ciowa, bo jest funkcja, a kazda funkcja jest funkcja cze$ciowa.

Iniekcja Iniekcjg nazywamy funkcje f : X — Y, kazdy element przeciwdziedziny ktorej jest przyjmo-
wany co najwyzej raz, formalnie:

VaexVoex a # b= f(a) # f(b)

Surjekcja Surjekcjg nazywamy funkcje f : X — Y, ktora przyjmuje kazdg wartosc¢ ze swojej przeciw-
dziedziny, tzn. dla takiej funkcji jej obraz jest jej przeciwdziedzina.

VYEyzleX Yy = f(iL‘)

Funkcja f(x) = 22 nie jest surjekcjg na R, bo np. dla f(x) = —1 nieistnieje z w dziedzinie R

Bijekcja Bijekcjg nazywamy funkcje, ktora jest injekcja i surjekcja

Przyktad 2.6

Przyktadem funkcji bijekcyjnej jest funkcja identycznosciowa:

ITCR? [={(z,2) €R}, ciyli I () = 2

10
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2023-11-10

2.6 Funkcja odwracalna

f € X xY jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy f jest bijekcja

Dowod 2.1

(gof)=1L (fog)=1,

(p = q) = (p = 9

Zatézmy, ze f jest odwracalna, tzn. istnieje funkcja g C Y x X taka, ze:
gof=Ix  fog=lIy
Zauwazmy, ze z samej definicji Iy, Iy wynika, ze I'x i Iy s3 bijekcjami
Ix C X% Ix(z) =
Zatem g o f tez jest bijekcja, czyli:

N\ z1# 32 = gof(z1) #go f(x2)

T1,r2€X

Stad wynika, ze f(x1) # f(z2), bo gdyby tak nie byto,to g o f(z1) = g o f(x2).Czyli I, (x1) =
I, (z2), az definicji I, wynikatoby, ze 1 = x4, sprzeczne z wyborem x1, x5.

Przy okazji udowodnilismy, ze jesli g o f jest iniekcja, to f jest tez iniekcja.

ZatozyliSmy, ze f C X x Y jest odwracalna, zatem fog = I,,. Stad wynika, ze Vycy f(g(y)) =y
Zauwazmy, ze z tego wynika Y = f(g(Y))

Z drugiej strony: poniewaz g C Y x X, wiec f(g(Y)) C f(X)

Mamy wiecY C f(X) C Y,cooznacza,ze f(X) =Y, f C X x Y. Zatem f jest surjekcja. Tym
samym f jest bijekcja.

Zatézmy teraz, ze f jest bijekcja. Wtedy z faktu, ze f jest surjekcjg wynika, ze

AV f@)=

yeY zeX

ze dla wyzej wymielonych z, y istnieje ¢ C Y x X takie, ze

Z faktu, ze f jest iniekcja, wynika, ze wyzej wymieniony x € X jest doktadnie jeden. Oznacza to,

11
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y=f(z) <= g(y) ==

f

/A

T—
f—l
Rysunek 1: Dziedzina i przeciwdziedzina funkcji odwrotne;j
Z dowolnosciz € X iy € Y wynika, ze istniejeg C Y x X taka, ze
gly) =z <= y=f(z)
Zatem

« x=g(y) = g(f(x))dla dowolnego z € X
« y= f(z) = f(g9(y)) dladowolnegoy € Y

Oznaczato,zego f =1I,ifog =1,
Dowiedlismy, ze f jest odwracalna

2.6.1 Wniosek z twierdzenia
Zauwazmy, ze z powyzszego twierdzenia wynika, iz funkcja g o wtasnosciach wystepujacych w definicji
funkcji odwracalnej istnieje doktadnie jeden.
Gdyby tak nie byto, istniaty by funkcje g1 C Y x X orazgo C Y x X takie, ze
cgiof=1I0razgeo f=1I,
« fogr=1Iy0razfogy =1,
Wtedy dla dowolnych z € X mielibySmy g;(f(z)) = ziga2(f(z)) ==

Poniewaz f jest odwracalna, a wiec musi by¢ injekcja, to mamy g1 (f(z)) = g2(f(x)), co oznacza, ze
g1 = g2

Poniewaz istnieje doktadnie jedna funkcja spetniajgca warunki w definicji funkcji odwracalnej, to
bedziemy uzywaé oznaczenia g = f~! i nazywac ja funkcjg odwrotna.

12
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Twierdzenie 2.1

Jezeli f C X xYig CY x Z sabijekcjami, to istnieje (g o f)~! oraz

(gof)yt=flog™!

Dowod 2.2

Zatézmy,ze f C X x Yig CY x Z sa bijekcjami, wtedy ztozenie funkcji g o f tez jest bijekcja,
a wiec jest odwracalne
Niechz € X iz € Z beda takie, ze

9(f(x)) = 2

Wtedy istnieje y € Y taki, ze g(y) = zi f(x) = y z definicji funkcji ztozonej
ZatozyliSmy, ze g i f sa bijekcjami, zatem istniejg funkcje do nich odwrotne g~ 1(z) = y i

[y ==
Z definicji ztozenia funkcji wynika, ze v = f~1(y) = f~1(g71(2)), gdzie

« fflCcY x X,
cglCZxY

Ponadto g(f(z)) =2 <= (go f)(x) = =.
Zauwazmy, ze

Vee XVzeZ[(zz)e(go f) P A(z,z) e (flog™)
Innymi stowy mamy
g(f(@) =z <= (gof) ' (x) =z =(fTog })(2)

Cooznacza,ze (go f) ' = f~log L

2.7 Cechy relacji

Zwrotnos¢ Relacje R C X2 nazywamy zwrotng wtw, gdy

/\ TRz

rzeX

13
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Symetrycznos¢ Relacje nazywamy zwrotng wtw, gdy

/\ Ry — yRzx
z,yeX

Przechodnio$¢ Relacje nazywamy przechodnig wtw, gdy

/\ (xRy NyRz) = xRz
z,y,z€X

Przeciwzwrotnos$¢ Relacje nazywamy przeciwzwrotng wtw, gdy

/\ —xRx

zeX

Antysymetrycznos$¢ Relacje nazywamy antysymetryczng wtw, gdy

/\ (tRyANyRzx) — z =y
z,yeX

Spéjnosc Relacje nazywamy spdjna wtw, gdy

/\ xRy V yRx
z,yeX

2.8 Relacja rownowaznosci 2

Relacje R C X2 nazywamy relacjg réwnowaznosci wtw, gdy jest ona zwrotna, symetryczna, przechod-
nia

2.8.1 Klasa abstrakgcji

Klasa abstrakcji elementu = € X wzgledem relacji rownowaznoéci R C X2 nazywamy zbiér tych
elementéw y € X, ktdre sa w relacji z elementem z

Bedziemy pisaé [z]g = {y € X : yRx}

2.8.2 Zbiorilorazowy

Zbiér klas abstrakcji wzgledem relacji rownowaznoséci R C X2 nazywamy zbiorem ilorazowym

2dodatkowe materiaty: https://wojcienty.com/artykul/12/matematyka/teoria_mnogosci/relacje_rownowaznosci_i_klas
y_abstrakcji/
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Zbiér ilorazowy jest podziatem relacji rownowaznosci

Podziat zbioru Podziatem (partycja, rozbiciem) niepustego zbioru X nazywamy podzbiér zbioru
potegowego P(X) oznaczany X = { X, };cs, 0 wtasnosciach
. /\ X; # & (Kazdy element podziatu jest zbiorem niepustym)
i€l

. /\ i #j = X;NX; = & (Elementy podziatu s3 parami roztaczne)
ijel

. U X; = X (Suma elementdw daje pierwotny zbidr X)
i€l

Przyktad 2.7

X =1{1,2,3}

A ={{1},{2,3}}

Zasada abstrakcji Jezeli R jest relacjg rdwnowazno$ci na zbiorze X2, to zbiér ilorazowy X;p =
Uzex [@]r. Czyli zbidr ilorazowy X jest podziatem X

2.9 Wtasnosci relacji rownowaznosci

Jezeli R C X? jest relacja rbwnowaznosci, to

* /\xEX'/L‘ € [x]R
* /\x,yeX ny <~ [$]R = [y]R

¢ /\x,yeX _'ny — [:I;]R N [y]R =9

Przyktad 2.8

Rozwazmy zbidr liczb catkowitych Z.

RC 72 xRy <= 5|(y — x)

+ PoniewazV,cz x — x = 0, wiec R jest zwrotna
« PoniewazV, yczy — = = — y, wiec R jest symetryczna

A 5lly—2) = 5|(z—y)
T, YyEZ
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Niech z,y € Z beda dowolne. Rozwazymy 2 przypadki.

(1) w(|(y—=)) =0

(2) w(s|(y —=z)) =1

+ Ad(1). Z definicji implikacji wynika, ze w(5|(y — ) = 5|(x — y)) = 1 bez wzgledu na
wartos¢ logiczna zdania 5|(z — y)

« Add(2)3k € Zy — x =bk.Zatemz —y = —(y — x) = —bk = 5(—k) i —k € Z, poniewaz
keZ

5(y —z) <= \/y—:v:5k:5|(z—y) = \/z—y:5l
k€Z lez

z—x=y+5l—(y—5k)=5Ck+1)
kileZ = k+1leZ
TRy < 5|(y —x) RCZ?
[0)={y€Z:yRO0} ={y € Z:5ly} = {5k : k € Z}
[ ={yeZ:yRl} ={y € Z:5|(y — 1)}
={yeZ:3keZy—1=>5k}

—{yeZ:3kelZy=>5k+1}
= {5k+1;k € Z}

2] = {5k +2: ke 7}

8] = {5k +3: k € Z}

4] = {5k +4: ke 7}
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b ={bk+5:kecZ}
= {(5(k+1): k€ Z}
= {5(k+1):keZ}
={bm:m € Z}
= [0]

Klasy abstrakgji relacji z Ry <= 5|(y — x) sg resztami z dzielenia przez 5

2023-11-17

3 Porzadek

3.1 Quasi porzadek (Praporzadek)

Quasi-porzadkiem nazywamy relacje R C X? ktéra jest zwrotna i przechodnia

3.2 Porzadek czesciowy

Porzadkiem czeSciowym (relacjg porzadku czeSciowego) na zbiorze niepustym X nazywamy relacje
R C X? ktéra jest zwrotna, antysymetryczna, przechodnia (czyli to jest quasi porzadek oraz relacja
antysymetryczna).

Zbiér (X, R) nazywamy zbiorem uporzadkowanym czesSciowo.

Silny porzadek czesciowy Z kazdym zbiorem (X, R) uporzadkowanym czesciowo zwigzany jest tzw.
zbiér (X, S) silnie uporzadkowany z relacjg S C X2 zdefiniowana nastepujaca

xSy <= (zRy ANz #y)
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3.3 Porzadek liniowy

Porzadkiem liniowym (relacja porzadku liniowego) na zbiorze X # @ nazywamy relacje R C X2, ktéra
jest zwrotna, przechodnia, antysymetryczna i spojna (czyli to jest porzadek cze$ciowy oraz relacja
spojna).

Zbiér (X, R) nazywamy zbiorem uporzadkowanym liniowo.

2 _ staby porzadek liniowy na zbiorze R

2 _silny porzadek liniowy na zbiorze R

3.4 Warunek trychotomii

Zauwazmy, ze relacja silnego porzadku cze$ciowego S C X2 zwigzana z relacjg porzadku cze$ciowego
R C X? spetnia tzw. warunek trychotomii:

/\ (zSyVySzVx #vy)
z,yeX

3.5 Diagram Hassego

Diagram Hassego to przedstawienie graficzne porzadku czeSciowego na zbiorze zbiorze.

3.5.1 Zasady tworzenia

« Elementy zbioru X oznaczamy punktami na ptaszczyznie
« Jezeli x Ry, to rysujemy strzatke lub tuk zakonczony strzatka skierowany od x do y
« Jezeli xRy A yRz, to nie rysujemy strzatki od z do z

+ Nie zaznaczamy, ze x Rz

Przyktad 3.2

X ={a,b,c}

Rozwazmy relacje inkluzji zdefiniowana na zbiorze potegowym P(X). Udowodnijmy, zZe ta
relacja jest porzadkiem czeSciowym.
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1. Zwrotnos¢é: /\ ACA «— /\ reEA=zeA
AEP(X) zel

2. Antysymetrycznos¢: N\  ACBABCA = A=B
B,A€P(X)

N\ (ACBABCC)
A,B,CeP(X)

3. Przechodnio$é: — /\ (reA=zeB)A(z€B=xec(C)]
zelU

= (zr€A=2€0C)

Rysunek 2: Hasse diagram 1

Y ={1,2,3,5,6,10, 15,30} z relacja podzielnosci jest zbiorem uporzadkowanym czeSciowo
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10

o

Rysunek 3: Hasse diagram 2

)

15

Zauwazmy, ze mozna zdefiniowac funkcje f : Y — P(X) za pomoca tabeli

x 1 2 3 5 6 10 15 30

flz) @ {a} {0} {c} {a;0}  Ha, b {be}  {a,b,c}

f jestiniekcja i surjekcja

3.6 l1zomorfizm

Izomorficzno$é Mdéwimy, ze zbidr uporzadkowany czesciowo (X1, R1) jest izomorficzny ze zbiorem
uporzadkowanym czesciowo (X2, R2) wtw, gdy istnieje bijekcja f : X; — X5 taka, ze

N 2Ry = [f(2)|R:[f(y)]

z,yeX1

Wowczas f nazywamy izomorfizmem

Zauwazmy, ze relacja o zdefiniowana na zbiorze wszystkich zbioréw uporzadkowanych czesciowo w
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nastepujacy sposob
(X1, R1)o(X2, Ry) < (X1, Ry) jestizomorficzny z (X5, R2)

jest relacja rownowaznosci

Dowod 3.1

Zwrotnos¢ pjestzwrotna- f = Ix,

A\ =Ry = [Ix,(2)|RalIx, (y)]

z,yeX1
Symetrycznosc
(X1, R1)o(X2, Ry) = (X2, R2)o(X1,Ry)
f:X1—>X2 f_12X2—>X1
A — Sy —
bijekcja bijekcja
tRiy = f(z)Ra2f(y)
N\ wRy = fH)Rif " (y)
w,z€ X2
w=f(z) z=f(y)
Przechodnios¢

(X1, R1)o(X2, R2) A (X2, R2)o(X3, R3)
f:X1—>X2 g:X2—>X3
bijekcja bijekcja

gOfZX1—>X3

Ry = [f(2)]R2[f(y)] = [9(f(2))]Rs[g(f(v))]

Twierdzenie 3.1: o reprezentacji porzadkéw

Kazdy zbior uporzadkowany czesciowo jest izomorficzny z pewng rodzing podzbioréw uporzad-

kowana relacja inkluzji.
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3.7 Typ porzadkowy

Jezeli porzadki sg izomorficzne, to przyporzadkowujemy im obiekt zwany typem porzadkowym

3.8 tancuch

tancuch Niech X bedzie zbiorem uporzadkowanym cze$ciowo przez relacje R C X?2. Méwimy, ze
podzbiér L C X jest tancuchem, gdy L jest uporzadkowany liniowo przez relacje R.
Antytancuch Zbiér L = X \ L nazywa sie antytaficuchem.
Wprost z definicji wynika, ze antytancuch sktada sie z elementéw nieporéwnywalnych

Przyktad 3.4

(N4, |) - zbiér uporzadkowany czesciowo relacja podzielnosci
L={2":N}={1,2,4,8,16,...}

4)64 16128

3.9 Elementy wyréznione w porzadku czesciowym

Niech (X, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym czesciowo i niech A C X.

Uwaga. W dalszej czesci zamiast pisac (X, R) jest uporzadkowane czeSciowo bedziemy pisa¢ (X, <),
aby zaznaczy¢, ze R jest relacja o specjalnych wtasnosciach.

Element a € X nazywamy:

+ Najmniejszym w zbiorze Awtw, gdya € AAViecn a < @
Terminologia: jesli a < x, to médwimy: «a poprzedza z» lub «x nastepuje po a»

a € X jest najmniejszy w A wtw, gdy jest taki element zbioru A, ktéry poprzedza wszystkie
elementy zbioru A

+ Najwiekszym w zbiorze A wtw, gdy
a € AANVzeca T < a(nastepuje po wszystkich elementach zbioru)

+ Minimalnym w zbiorze A wtw, gdy

- a€ AN-Fgea (x # a Nz < a)(staby porzadek)
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- a € AN—-Tpca x < al(silny porzadek)

Wprost z definicji wynika, ze kazdy element najmniejszy jest jednocze$nie minimalnym.

+ Maksymalnym w zbiorze A wtw, gdy

- a€ AN-Tgea (x # aNa < x)(staby porzadek)
- a€ AN-3pea a < x(silny porzadek)

a € X jest maksymalny wtw, gdy nalezy do A i e ma réznych od siebie nastepnikow (jest swoim
jedynym nastepnikiem).

« Ograniczeniem gornym zbioru A wtw, gdy V,caz < a
Whprost z definicji wynika, ze element najwiekszy jest ograniczeniem gérnym.
+ Ograniczeniem dolnym zbioru A wtw, gdy V,c4 a < .
Wprost z definicji wynika, ze element najmniejszy jest ograniczeniem dolnym
+ Kresem dolnym zbioru A wtw, gdy jest najwiekszym ograniczeniem dolnym
Kres dolny nazywa sie tez infimum i oznacza inf A.
« Kresem gornym zbioru A wtw, gdy jest najmniejszym ograniczeniem gornym.

Kres gorny nazywa sie tez supremum, oznacza sie sup A.

2023-11-24

3.10 Wtasnosci elementéw wyréznionych

Twierdzenie 3.2

Jezeli (X, %) jest zbiorem uporzadkowanym czesSciowo, to kazde dwa elementy maksymalne (i
minimalne) sg nieporéwnywalne

Dowad 3.2

Zatézmy, ze a,b € X -rdzne (a # b) elementy maksymalne.

Z definicji elementu maksymalnego wynika, ze

aEX/\ﬁ[/\ a<x Az #al
zeX
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Zauwazmy, ze element b # a spetnia powyzszy warunek jako element nalezacy do X, tzn.
mamy, ze 7a < b

Podobnie powotujac sie na definicje elementu maksymalnego mozemy pokazac, ze —b < a.
To oznacza, ze a, b s nieporéwnywalne

Twierdzenie 3.3: Wniosek 1

Jesli (X, %) jest zbiorem uporzadkowanym cze$ciowo i w zbiorze X istnieje co najmniej dwa
elementy maksymalne (/minimalne), to w zbiorze X nie istnieje element najwiekszy (/najmniej-
szy)

Z definicji elementu najwiekszego wynika, ze jest on porownywalny z kazdym elementem zbioru
X. Zatem jesli istniejg co najmniej dwa elementy nieporéwnywalne, to nie istnieje elementu
najwiekszego. Podobnie najmniejszego

Twierdzenie 3.4: Wniosek 2

Zbior elementéw maksymalnych (/minimalnym) ktéry nie jest jednoelementowy jest antytan-
cuchem

| r

Twierdzenie 3.5: Wniosek 3

Jezeli zbior X jest uporzadkowany liniowo ((X, <)), to w zbiorze X istnieje co najwyzej element
maksymalny (/minimalny)

(Zbidér uporzadkowany liniowo nie ma elementu maksymalnego/minimalnego jesli jest nieskon-
czony, np (R, <))

Twierdzenie 3.6: Wniosek 4

| r

Jezeli zbidr jest uporzadkowany liniowo i istnieje element maksymalny (/minimalny), to jest on
elementem najwiekszym (/najmniejszym) i jednoczesnie kresem gérnym (/dolnym)

3.11 Zbiér skonczony

Zbiér A nazywamy skonczonym wtw, gdy istnieje n € N i bijekcja f : {1,2,3,...,n} — A.

Elementy zbioru mozna ustawi¢ w skonczony ciag

Twierdzenie 3.7: Wniosek 5

Jezeli A jest zbiorem skonczonymii (A, X) jest porzadkiem czeSciowym, to w zbiorze A istnieje
co najmniej jeden element maksymalny (/minimalny)
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Twierdzenie 3.8: Wniosek 6

Jezeli (A, X) jest porzadkiem liniowym, to element a € A jest elementem maksymalnym
(/minimalnym) wtw, gdy jest elementem najwiekszym (/najmniejszym)

3.12 Krata

Krata Zbidr czeSciowo uporzadkowany nazywamy kratg wtw, gdy kazdy podzbiér 2-elementowy
zbioru X ma oba kresy

Przyktad 3.5

Rozwazmy (N, |) - zbior czeSciowo uporzadkowany

niechm,n € Ny - dowolne

inf{m,n} - najwieksza liczba dodatnia catkowita bedaca dzielnikiem m i n, co oznacza, ze
inf{m,n} = ged(m, n)(najwiekszy wspdlny dzielnik)

sup{m,n} - najmniejsza liczba dodatnia catkowita podzielna przez m,n, co oznacza, ze
sup{m,n} = lem(m, n)(najmniejsza wspdlna wielokrotnosc)

Przyktad 3.6

| '

X - niepusty, skonczony

(P(X), Q) - zbiér uporzadkowany czeSciowo
A,B e P(X)

inf{A,B} =C,gdzieC CAANCCB

CCANCCB «— /\(xEC:xEA)/\(wEC#wGB)
zelU

sup{A,B} =AUB

Dodatkowe przyktady: https://en.wikipedia.org/wiki/Lattice_(order)#Examples

3.13 Dobry porzadek

Niech (A, x) - zbi6r uporzadkowany liniowo

Dobre uporzadkowane (dobre ufundowanie) Mowimy, ze < jest dobrym porzadkiem wtw, gdy
kazdy niepusty podzbiér B zbioru A ma element najmniejszy. Wtedy zbiér (4, <) nazywamy
zbiorem dobrze uporzadkowanym (dobrze ufundowanym)
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Przyktadem porzadku liniowego, ktory nie jest dobrym porzadkiem, jest standardowo uporzadkowany
zbior liczb catkowitych (podobnie liczb rzeczywistych), gdyz w zbiorze tym nie ma najmniejszego
elementu.

3.13.1 Odcinek poczatkowy

Niech (A, x) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym. Podzbiér E zbioru A nazywamy odcinkiem
poczatkowym wtw, gdy

N\ t€ENy<az = yeE
z,y€A

Zbior E C A nazywamy odcinkiem poczatkowym zbioru A, gdy wraz z kazdym elementem z naleza
do niego réwniez wszystkie elementy poprzedzajace x

3.13.2 Odcinek poczatkowy wyznaczony przez element x

Niech (A, %) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym.
Odcinkiem poczatkowym wyznaczonym przez element = € A nazywamy podzbiér E(x) C A taki,
ze

E@z)={yeA:y <z}

Przyktad 3.7

(—00,0) odcinek poczatkowy

(—00,0) odcinek poczatkowy wyznaczony przez 0
Odcinek poczatkowy wyznaczony nie zawiera elementu, przez ktéry jest wyznaczony ten odci-
nek. (z definicji)
Natomiast odcinek poczatkowy zawiera element, przez ktéry on jest wyznaczony odcinek. (z
definicji)

Twierdzenie 3.9

Jezeli (A, %) jest zbiorem uporzadkowanym liniowo, to nastepujace warunki sa rwnowazne:

+ (A, =) jest dobrze uporzadkowany
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« W zbiorze A nie istnieje ciagg malejacy, tzn. taki ciag, ze

/\ Tntl = Tp
neNL

+ wzbiorze A wszystkie odcinki poczatkowe wyznaczone przez elementz € A sgodcinkami
poczatkowymi (E(z) = E)
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Quasi-porzgdek

Porzadek czesciowy J Spojnosé

Zwrotnos$¢é Przechodnios¢

Antysymetrycznos$¢

‘.

Istnienie elementu
{ Porzadek liniowy J najmniejszego w kazdym
niepustym podzbiorze

A

Dobry porzgdek J

Rysunek 4: Hierarchia porzadkow
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4 Liczby naturalne

4.1 Aksjomatyczna konstrukcja liczb naturalnych

I. Zero jest liczba naturalna

Il. Kazda liczba naturalna ma nastepnik
lll. Zero nie jest nastepnikiem zadnej liczby naturalnej
IV. Liczby naturalne o rownych nastepnikach sa rowne

V. Jesli zero ma wtasnoS¢ w i z tego, ze liczba naturalna n ma wtasnos¢ w wynika i ze jej nastepnik
ma wtasno$¢ w, to kazda liczba naturalna ma wtasno$é w

4.2 Konstrukcja liczb naturalnych Johna von-Neumanna

0. @

1. {o}

2. {o,{2}}

3. {2,{2}.{2.{o}}}
4. :

Zbior induktywny Zbiorem induktywnym nazywamy kazdy zbiér Z spetniajacy warunki:

lL.oeZ
2./\z€Z = zU{z} €Z
z

Twierdzenie 4.1

Istnieje doktadnie jeden zbi6r induktywny, ktéry oznaczamy N i nazywamy zbiorem liczb natu-
ralnych

Ograniczony podzbior liczb naturalnych Zbiér S bedacy podzbiorem zbioru liczb naturalnych na-
zywamy ograniczonym wtw, gdy istnieje liczba ng € N taka, ze

/\ n < ng (korzystamy z indukcyjnego rozumienia relacji <)
nes

4.3 Zasada minimum (zasada dobrego porzadku)

Kazdy niepusty i ograniczony podzbiér zbioru liczb naturalnych ma element najmniejszy (w sensie
relacji <)
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4.4 Zasada maximum

Kazdy niepusty i ograniczony podzbiér zbioru liczb naturalnych ma element najwiekszy

2023-12-01

4.5 Aksjomat indukcji Peano

Jezeli

« 0 mawtasnos¢ w
« liczba naturalna ma wtasnos¢ w wynika, ze jej nastepnik ma wtasnos¢ w

to kazda liczba naturalna ma wtasno$¢ w

4.5.1 Zasada indukcji

Aksjomat indukcji Peano mozna wypowiedzie¢ w terminach funkcji zdaniowe;.
Taka wypowiedz nazywamy zasada indukcji w wersji niezupetnej lub po prostu zasada indukgji.

Niech T'(n) bedzie funkcja zdaniowa argumentu n € N. Zamiast pisania w(7'(0)) bedziemy pisa¢ T'(0),
przyjmujac to za rbwnoznaczny zapis.

Jezeli

1) T(0)
2) VnZO T(n) = T(n + 1)

to vneN T(n)

4.5.2 Zasada indukcji zdowolng baza
ROzni sie tylko tym, ze ng nie musi byé zerem.
Jezeliistniejeng € Ni

1) T(no)
2) Vosn, T'(n) = T(n+1)

to Vnzno T(n)

30



ELiTM: Notatki z przedmiotu Elementy Logiki i Teorii Mnogosci 2023-10-27 - 2024-01-30

4.5.3 Zasad indukcji z wiekszym krokiem

Jezeli

1) T(0) A T(1)
2) Vpen T(n) = T(n +2)

to vnEN T(n)

4.5.4 Zasada indukcji w wersji zupetnej

Jezeliistnieje ng € Ni
l) T(no)

2) A K N T(k)) = T(n+1)

n>ng no<k<n

to /\ T(n)

neN

4.5.5 Zasada indukcji Emmy Noether

Emmy Noether udowodnita zasade indukcji w zbiorze dobrze uporzadkowanym

Twierdzenie 4.2: Zasada indukcji w zbiorze dobrze ufundowanym

Niech

+ (A, <) bedzie zbiorem dobrze uporzagdkowanym.

«. PCA
Jezeli
/\ Ba(a) CP = a€P
acA
toP=A

(Przypomnienie definicji)

Dobre uporzadkowanie zbior (A, R) jest dobrze uporzadkowany wtw, gdy (A, R) jest zbiorem upo-
rzadkowanym liniowo i w kazdym podzbiorze zbioru A istnieje element najmniejszy
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Odcinek poczatkowy Odcinkiem poczatkowym wyznaczonym przez a wzgledem relacji < nazywamy
zbidr zdefiniowany nastepujaco:

Eala)={y€A:y=<a)

W sesji zimowej 2023/2024 byto zadanie z indukcji Emmy Noether.

4.6 Podwodjna zasada indukgji

Niech T'(m, n) bedzie dwuargumentowa funkcja zdaniowa okreslong na N2,
Jezeliistniejg mg, ng € N takie, ze:

l) T(mOa nO)
2) Yoz T(im, m0) = T(m +1,m0)
3) Viuzme Vnsne T'(m,n) = T(m,n+ 1)

to vamo VnZnO T(m, n)

Przyktad 4.1

Twierdzimy, ze kazda liczba naturalna rowna jest swojemu nastepnikowi. n = n+1
nastepnik liczby n

Zauwazmy, ze jezeli zatozymy, zen = n + 1,to ztegowynika,zen+1=n+1+1
Oznaczato,zejesliT(n) = (n =n+1),toVpen T'(n) = T'(n+ 1)

N T(n)

neN
Zauwazmy, ze T'(0) = [0 = 1] jest zdaniem fatszywym
Przyktad pokazuje, ze warunek w zasadzie indukcji matematycznej nie moze by¢ spetniony.

4.7 Stosowane definicje w indukcji matematycznej

« Warunek 1 w podanych zasadach nazywamy baza indukgji, a
» Warunek 2 - krokiem indukcyjnym

W dowodach prowadzonych za pomoca indukcji w kroku indukcyjnym stosuje sie zapis

T(n)=Tn+1)
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zapisujemy w postaci

« zatozenie: T'(n)
o teza:T(n+1)
« dowdd: wykazemy, ze w(T'(n) = T(n+1)) =1

Za pomoca indukcji mozemy dowodzi¢ twierdzenia ktbre dotycza liczb naturalnych. Mozemy réwniez
definiowad rézne obiekty.

Przyktad 4.2

Na przyktad
Niech

a0=20
an = 2ap—1, n=>1
a1=2a0=2*20=2

a2=2a1:2*21=22

as = 2a9 = 2% 2% =23

Twierdzimy, ze a,, = 2"
Dowdd indukeyjny

I. Baza indukgji
ao = 2" namocy wzoru (*) co jest zgodnie z definicjg (ay,)
Il. Krok indukcyjny

« zatozenie: aq, = 2"
. teza:a, 1 = 2"

P d tozeni
. dowéd: a1 2. q, L€ 9 gn — ontl

Metoda definiowana za pomoca indukcji nazywa sie rekurencja.

4.8 Rekurencja

Mowimy, ze ciag a,, jest zdefiniowany rekurencyjnie wtw, gdy znamy ag, a1, . . . , a,_1 i istnieje funkcja

ftaka,zea, = f(an—1,an—2,...,ax)

33



ELiTM: Notatki z przedmiotu Elementy Logiki i Teorii Mnogosci 2023-10-27 - 2024-01-30

Przyktad 4.3

{ao =1
an = flan-1), f(x)=nz

Qp =T - Gp—1

a; =1
as =2
a3 =6
as = 24

o Teza:a,, = a!
« Dowdd indukcyjny: praca domowa

5 Konstrukcje zbiorow liczb
wikipedia

5.1 Konstrukcja zbioru liczb naturalnych
5.1.1 Dodawanie

Dodawaniem liczb naturalnych nazywamy funkcje D : N> — N spetniajgca warunki

1) D(n,0) =n

gdzie
« S : N — Njest funkcja ktéra liczbie n przyporzadkuje jej nastepnik
Zauwazmy, ze dla dowolnego n € N zachodzi D(n,0) = D(0,n).

Istotnie, fakt ten wynika z Aksjomatu indukcji i definicji funkcji D. Mamy dowod
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Dowod 5.1

D(0,0) = D(0,0) orazjesli D(0,n) = D(n,0),to D(0,S(n)) = D(S(n),0)
Zatézmy, ze D(0,n) = D(n,0) wtedy D(0, S(n)) & S(D(0,n)) wt S(D(n,0)) = S(n)
Z drugiej strony D(S(n),0) ) S(n)

Zatem dla dowolnegon € N: D(0, S(n)) = D(S(n),0) na mocy ZID

Podobnie mozna udowodnié, ze D(n, s(m)) = D(s(m),n) prowadzac indukcje wzgledem m.

5.2 Definicja liczb catkowitych

Niech R C N? x N? bedzie relacjg réwnowaznosci zdefiniowang nastepujaco:

(m,n)R(k,l) <= D(m,l) = D(k,n)

Z= (N? x N?)
N———’

iloczyn kartezjanski wzgledem relacji R

Przyktad 5.1

D(m,l) + D(m,l) = D(k,n)

(m,n)R(k,l) <= m+l=k+n
m—-n=Fk—1I

Klasa abstrakcji sumy liczb 1 + 2

(m,n) € N*: (m,n)R(1,2)}
(m,n) € N*: D(m,2) = D(1,n)}
(m,n) e N>:m+2=1+n}
(m,n) e N> :m=n—1}

5.3 Konstrukcja zbioru liczb wymiernych

Mnozeniem nazywamy funkcje M : N?> — N

1) M(n,S(m)) = D(M(n,m),n)
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Przyktad 5.2

Udowodnimy, ze M (2,2) = 4

Przyktad 5.3

Niech X = {(m,n):m € ZAn € N\ {0}}
Niech p C X? bedzie relacja taka, ze

(m,n)p(k,l) <= M(m,l) = M(k,n)

m-l=k-n, 1#0,n#0

m_k
n

[(1,2)]  ={(m,n) € X :(m,n)p(1,2)}
——
klasa abstrakcji 0.5
= {(m,n) € X : M(m,2) = M(1,n)}

m k. ml+Ekn
n { nl

[(m7n)] + [(k7l)] = [(D(M(m7 l)v M(kvn))v M(”? l))]

Liczby rzeczywiste definiuja sie jako klasy abstrakcji granic ciggéw Cauchy’ego
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2023-12-08

6 Relacja rownolicznosci

Rownolicznos¢ zbioréw Mdowimy, ze zbidr zbidr A jest rbwnoliczny ze zbiorem B wtw, gdy istnieje
bijekcjaf: A — B

Bedziemy wtedy pisa A ~ B, a o funkcji f bedziemy méwic, ze realizuje rownolicznosé

6.1 Wtasnosci

Niech zbiory A, B, C' sg dowolne.

Twierdzenie 6.1: Zwrotnos¢

Dowod 6.1

I 4(identyczno$¢ na A) ustala rownolicznos¢ Az A

Twierdzenie 6.2: Symetrycznosé

| V

A~B=B~A

| '

Dowdd 6.2

A ~ B, toistnieje bijekcja f : A — B zatemy f~! ustala réwnolicznoé¢ Bz A

| V

Twierdzenie 6.3: Przechodnios$¢

(A~BAB~C)= A~C

Dowodd 6.3

Jesli A ~ B, toistnieje bijekcja f : A — B Jedli B ~ C, to istnieje bijekcjag : B — C
Wtedy g o f ustala rownoliczno$¢ Az C
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Twierdzenie 6.4: Rownolicznos¢ w zbiorze potegowym

Niech Z bedzie dowolnym zbiorem.
Relacja ~ jest relacja rownowaznosci w zbiorze P(Z)

Z powyzszego twierdzenia wynika, ze rownoliczno$¢ jest w pewnym sensie relacjg wzajemna, zatem
bedziemy rowniez méwié, ze zbiory A, B sg rownoliczne

Przyktad 6.1

2n, n>0
f(n) = n ez
—(2n+1), n<0

Zauwazmy, ze przeciwdziedzing tej funkcji jest zbiorem liczb naturalnych

edlan€Z,n>0 f(n)>0if(n)eZ
cdlane€Z,n<0 f(n)>0if(n) ez

n<0 = 2n<0
2n = —1 - najwieksza warto$¢ dla 2n < 0
n<0 = n<-1= 2n<-2 = 2n+1<-1 = —(2n+1)>-1>0
fz)=N
f jest surjekcja ze zbioru Z na zbiér N
Niechm,n > 0; m # n.Wtedy
f(m) — f(n) =2m —2n =2(m —n) # 0(bon # n)

Niechm,n < 0,m # n. Wtedy

fm)—fn)=—-2m+1)+ 2n+1) = —2m + 2n = 2(n —m) # 0(bom # n)

Niechm < 0 < n. Wtedy

fm)—f(n)=—2m+1)—2n=-2(m+n)+1#0bom#nin—m>0)

Zatem —2(m +n) <0,-2(m+n)+1<1
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—w(m+n)—1=0
2(m+n)=-1

1 . . g
m+n = —5(c0Jest niemozliwe w Z)

Mamy wiec dla dowolnych m, n € Z, takich, ze m # n zachodzi f(n) # f(m), co oznacza, ze f

e . 2n, n=>0. .

jest injekcja. Pokazalismy, ze f(n) = jest bijekcja.
—(2n+1) n<0

f(z)=N

ZatemZ ~ N

_4-7_3)_2)_1)0715273747
N NI NI N N R S
7 5 3 1 0 2 4 6 8

6.2 Wtasnosci cd.

Niech A, B, C, D beda dowolnymi zbiorami

Twierdzenie 6.5

(A~BANC~D) = AxC~BxD

Dowod 6.4

Z zatozenia implikacji istnieja bijekcje f : A — Big: C — D, zatem h(z,y) = (f(x),9(y))
tez jest bijekcja. h : Ax C — B x D

Twierdzenie 6.6

(A~BANC~DANANC=2ANBND=g) = AUC~BUD

Dowdd 6.5

Z zatozenia implikacji istniejg bijekcje f : A — B, g : C' — D.Rdwniez z zatozenia wynika, ze
dziedziny i przeciwdziedziny tych funkcji sg roztaczne, zatem bijekcja jest

h(m):{f(w)’ T€A L AUC—BUD

g(z), zel
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Twierdzenie 6.7
(A~ B) < P(A) ~ P(B)

Twierdzenie 6.8

(A~BAC ~D) = A~ BP

AC - zbiér wszystkich funkgji postaci f : C — A

6.3 Definicje zbiorow przeliczalnych, skonczonych itd.
Zbiér skonczony Mdéwimy, ze zbidr A jest skofnczony wtw, gdy

A=2VIen A~{1,2,...,n}

Zbior nieskonczony Zbidr A jest nieskoficzony wtw, gdy nie jest skoAczony
Przyktady: N, Z, R, C

Zbior przeliczalny Zbidr A jest przeliczalny wtw, gdy jest rdwnoliczny ze zbiorem liczb naturalnych
A ~ N. (mozna elementy ustawi¢ w ciag)

Zbior co najwyzej przeliczalny Zbi6r jest co najwyzej przeliczalny wtw, gdy jest skoficzony lub przeli-
czalny

Zbior nieprzeliczalny Zbiér jest nieprzeliczalny wtw, gdy nie jest co najwyzej przeliczalny

Podzbior wtasciwy® Zbiér A jest wtadciwym podzbiorem zbioru B wtw, gdy wszystkie elementy
zbioru A sg elementami zbioru B i istniejg elementy w B, ktore nie s elementami zbioru A.
(ACB <= (ACBAA#DB))

Zbiér nieskonczony w sensie Dedekinda (Definicja Bolzana)* Zbi6r A jest nieskoficzony w sensie
Dedekinda wtw, gdy jest rownoliczny ze swoim podzbiorem wtasciwym.

Kazdy zbior nieskonczony w sensie Dedikinda jest zbiorem nieskonczonym

6.4 Moc zbioru

Moca zbioru nazywamy ceche (obiekt) przyporzadkowana zbiorowi A oznaczang |A| lub A taka, ze

1. |@|=0
2. |[Al=n,gdzieA~{1,2,...,n}
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3. zbiory réwnoliczne maja przypisana te sama moc, tzn |A| = |B| < A~ B

Alefzero Ny = |N]

Continuum ¢ = |R|

Moc zbioru nazywa sie tez liczbg kardynalng

6.5 Wtasnosci mocy zbioru
Dla dowolnych zbioréw A, B, C. Te wtasnosci wprost wynikaja z wtasnosci rownolicznosci i wtasnosci
mocy zbioru |A| = |B| < A~ B

L |A] = |4]
2. |Al = |B] = |B| = |A]
3. [A[=|B|N[B] =|C| = |A] =|C]

Przyktad 6.2

Rozwazmy (a, b), (¢, d) - przedziaty

a,b,c,de R a<bc<d

Pokazemy, ze (a,b) ~ (¢, d)

y=mx+n

(a,¢) :c=ma+n
(b,d):d=mb+n
m,n - nieznane

c—d=m(a—"b),a<b

__ c—d
m= "

c—d

x —a) + ¢ ustala rownoliczno$¢ przedziatéw (a, b), (c,d
a—>b

y:
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Przyktad 6.3

(Wykresy = 1)
funkcja f(z) = L ustala réwnoliczno$é (0,1) ~ (1, +00)

Przyktad 6.4

Pokazemy, ze (0,1) ~ (0, 1)
Aby to pokazal skorzystamy z twierdzenia, ktore jest jednym z wyzej podanych wtasnosci

réwnolicznosci:

(A~BANC~DANANC=@ANBND=g) = AUC~BUD

Na poczatku rozwazmy

AC(0,1), A:{ ,neN}z{LUZ”}

n-+1

BC(0,1), A:{ ,neN}z{UZU&“}

n+2
Zauwazmy,ze A= BU{l}iBN{l} =
Pokazemy,ze A ~ B

Funkcja h(x) = ;75 ustala réwnolicznos¢ Ai B
h - injekcja - ¢wiczenie

Dla dowolnego n € N mamy

1

< 1 > P 1 _ 1
n+l) 1+-; n+l+l n+2

Z dowolnoéci n wynika h(A) = B
Zauwazmy, ze (0,1)"A = (0,1)" B, tym samym (0,1)"A ~ (0,1)"B
Mamy réwniez

. (0,1) = ((0,1)) U A
. (0,1) = ((0,1)UB

i((0,1)NA=2,((0,1)NB=g
Mamy wszystkie warunki z zatozenia. Zatem
(07 1> ~ (07 1)

Zauwazmy, ze rownolicznos¢ (0, 1] ~ (0, 1) ustala funkcja
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0.6
0.4

0.2 .

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Rysunek 5: Wykres f(x)

(0,1) ~ (0,2) A (0,1) ~ (0,1] = (0,2) ~ (0,1]

2023-12-15

6.6 Porzadek mocy zbioréw

Porzadek staby mocy zbiorow Mdéwimy, ze moc zbioru A jest nie wieksza od mocy zbioru B i piszemy
|A| < |B| wtw, gdy istnieje iniekcja A — B
Porzadek silny mocy zbioréw Mowimy, ze moc zbioru A jest mniejsza od mocy zbioru B i piszemy
|A| < |B| wtw, gdy
|Al < B[ A Al # | B

6.7 Porzadek liczb kardynalnych
Porzadek staby liczb kardynalnych Méowimy, ze liczba kardynalna m (gotycka m) jest nie wieksza

od liczby kardynalnej n (piszemy m < n) wtw, gdy istniejg zbiory X, Y takie,ze X C Y i|X|=m
iY|=n
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Porzadek silny liczb kardynalnych Mowimy, ze liczba kardynalna m jest mniejsza od liczby kardy-
nalnejnwtw,gdym <nim#n

Przyktad 6.5: Udowodnienie N ~ N?

Kazimierz Trzesicki - Logika i teoria mnogosci ujecie systematyczno-historyczne (2001) str. 365
0 1 2 3 4 5
0 (0,0) (0,1) (0,2) (0,3) (0,4) (0,5)
1 (1,0) (1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5)
21(2,0) (2,1)  (2,2) (2,3) (2,4) (2,5)
33,0 (3,1 (32 (33 (34 (3,5

6.8 Liczba trojkatna
n-ta liczba trojkatng nazywamy liczbe dang wzorem

1
Tn:—n(n; ),neN

To=0,Ty=1,T,=3,T3=6Ty = 10,T; = 15

Alternatywnie mozemy zdefiniowac rekurencyjnie 7,,.1 =T, + n+ 1,n e N,y = 0

f(m,n) =Tpin+m

(m+n)(m+n+1)
2

f(mvn) =

£(3,2) = 18

Przyktad 6.6

Udowodnimy, ze f jest injekcja
Niech (m,n), (k,l) - dowolne i takie, ze (m, n) # (k,1)
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S[(m,n) = (k,])] < ~(n=kAn=I)
= (m#kVn#l)

l. m + n = k + [ bez utraty ogdlnoSci mozna przyjac,zem < k

Tm+n = Tk—|—l

Tm-l—n + m<Tk+l + k zatem f(ma n) < f(kvl) — f(mvn) 7é f(kal)

Il. m + n # k + [ bez utraty ogdlnosci mozna przyjaé,zem < k

Zauwazmy, ze ciag T), jest rosnacy. Mamy przeciez T,+1 = T, +n+1,czyli Ty, 11 > T),(bo
n+1>0)

Wobec tego, ze m + n # k + [ mozemy przyjaé,zem +n < k + 1.

Toin <Tgri Am <k

Trgn+m < T+ k

f(m,n) < f(k,1) = f(m,n) # f(k,1)

Udowodnilismy, ze f jest injekcja.
Pokazemy, ze f jest surjekcja
(m+n)(m+n+1)

f(mvn): 9 +m

(meNneN) = (m+neNAm+n+1eN) = (m+n)(im+n+1)eN

Zauwazmy, ze m + n i m + n + 1, zatem jedna z nich musi by¢ parzysta. Wobec tego
(min)(mintl) ¢ N, co oznacza, ze f(m,n) € N
(Udowodnilismy, ze zbiér wartosci f jest przynajmniej podzbiorem liczb naturalnych)

Niech p € N bedzie dowolna liczbg naturalna. Pokazemy, ze istniejg m, n € N takie, ze

p:f(m,n)

Z definicji liczb tréjkatnych wynika, ze
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V Ts < p < Ty, Tor1—Ts=s+1
seN

Niechm =p —T,;, n=s—m.Wtedy f(m,n) = Tpin +m

Ts+p—Ts=p

Z dowolnosci p € N wynika, ze f jest surjekcja

6.9 Przeliczalno$¢ sumy i iloczynu kartezjanskiego przeliczalnych zbiorow

Twierdzenie 6.9

Jezeli A, B sa przeliczalne,to AU Bi A x B sa przeliczalne

Dowod 6.6

Jezeli A, B sg przeliczalne, to ich elementy mozna ustawi¢ odpowiednio w cigg a, b. Wtedy

elementy zbioru A U B mozna ustawi¢ w ciag np. (ao, bo, a1, b1, .. .)
L o ag, n=2k+1
Trzeba by byto zdefiniowac taka bijekcje f(n) = ,keN,neNL
b, n =2k
Aby uzasadnié, ze A x B jest przeliczalny elementy A x B ustawiamy najpierw w tablicy, a

potem tworzymy ciag postepujac tak jak w przypadku, gdy N? ~ N

Przyktad 6.7: Udowodnienie Q ~ N

Niech @ = g; U &2;

nieujemne wymierne bezzera  ujemne wymierne bez zera

f(m,n):%, F:NxN\ {0} > Q

| r

Ta bijekcja pokazuje réownoliczno$¢ N x N\ {0} ~ Q4

fmm) ===, J:NxN\{0} 5 Q

Ta bijekcja pokazuje rownoliczno$¢ N x N\ {0} ~ Q_

Q+ ~NAQ-~N

ZatemQ ~ N
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Przyktad 6.8: Udowodnienie nieprzeliczalnosci nieskonczonego podzbioru zbioru R

Pokazemy, ze (0, 1) jest nieprzeliczalny.
W tym celu zatdézmy, ze tak nie jest. Wtedy istnieje ciag (¢, ), ktorego elementami sa wstepnie
liczby z (0,1)

<a0, b()> = <0, 1>

(a1,b1) konstruujemy tak, ze (ag, bo) dzielimy na 3 czesci <0, %>, <%, §>, <§, 1>

Wybieramy z posrdd tych ciagdw te, do ktdrej nie nalezy ¢

(a9, be) konstruujemy tak, ze dzielimy (a1, b1) na 3 czesci i jako (as, by) definiujemy te czesci,
do ktérej nie nalezy ¢y i t.d.

W ten sposob otrzymujemy cigg przedziatdow o nastepujacych wtasnosciach

{@n,bn) C {an—1,bn-1),n € Ny

1\"
bn_ n—\5
¢ (3>

cn & <an+1abn+1> ,neN

Zatem dla dowolnego n € N mamy

0<an<any1 <bpy1 <0, <1

Wobec tego ciag a,, jest rosnacy i ograniczony od gory oraz ciag b, jest malejacy i ograniczony
od dotu, zatem ¢ jest zbiezny do g; oraz b jest zbiezny do go

1 n
Zauwazmy, ze z faktu /\ b, —a, = <§ wynika
neN

g b = Ji5g on = i, (b — a) = Jirg (1/3)" =0

Co oznacza, ze g; = go. Niech ¢ = ¢.

Zauwazmy, ze z konstrukgji przedziatoéw (a,,, b, ) wynika, ze ¢ nie jest elementem ciagu ¢
Sprzeczno$c z zatozeniem, ze ¢ jest ciggiem, ktdrego elementami sg wszystkie liczby z przedziatu
(0,1)
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7 Zbiory skonczone i nieskonczone

7.1 Wtasnosci zbiorow skonczonych

Lemat 7.1

Jesli A jest zbiorem skonczonym, takim, ze | A| = n orazistniejea ¢ A, to

|[AU{a}|=n+1

Dowod 7.1

| r

Udowodnimy, zejesli |[A| = nia & A,to AU {a} ~ {1,2,...,n+ 1}
Zauwazmy, ze jesli | A| = n, to istnieje bijekcja f : A — {1,2,...,n}. Wtedy funkcja

) {f(a:), zeA

n+1l, z=a

Istotnie,a ¢ Ain+1 € f(A).
g ustala réwnoliczno$¢

| '

Lemat 7.2

Jesli A jest niepustym zbiorem skonczonym méwimy, ze |A| = nia € A,to|A\ {a}| =n—1

| r

Dowod 7.2

Zauwazmy, ze jesli A jest niepusty i |A| = n,ton > 1.
Ponadto istnieje bijekcja f : A — {1,2,...,n}
Niech f(a) = k, 1 < k < n wtedy funkcja

jestbijekcjag: A\ {a} — {1,2,...,n— 1}

Twierdzenie 7.1

Jesli Ai B saroztaczne, skonczone, |[A| =n,|B| =m,to [AUB|=n+m
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Dowod 7.3

Indukcyjny wzgledem n. Niech |B| = m.Niech AN B = &

I. Bazaindukcji:n =10
|Al=0 — A=@ — AUB=B — |AUB|=|B|=m
JAUB|=m+n=0+m=m

Il. Krok indukcyjny
Zatozenie: (|[B|=mANANB=0A|Al=n) = |[AUB|=m+n
Teza: (|[Bl=mANANB=0A|Al=n+1) = |AUB|=m+n+1
Niecha € Aic = A\ {a}.Wtedy A = CU{a}orazCNB = (A\{a}) N B =
(An{a})NB=9o
=14\ {a}] ™= n+1-1

Zatem z zatozenia indukcyjnego wynika |[C U B = m +n

Wobec tego |[AU B| = |(C U {a}) UB| = [(CUB)U{a}| ™2™ m +n+1
Poniewaz a ¢ C' U B z definicji zbioru C' = A\ {a}

Koniec dowodu

2024-01-12

7.2 Prawo réznicy zbioréw skonczonych

Dla dowolnych zbioréw A, B

A\ B| = |4] - |An B]

Dowod 7.4

Zauwazmy,ze A = (A\ B)U(ANB),gdzie(A\ B)N(ANB) = @.
Wobec tego |A| = |A\ B| +|A N B|,astad

A\ B| = |4] - |An B]
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7.3 Prawo sumy zbiorow skonczonych

Dla dowolnych zbioréw A, B

|AUB| = |A| + |B| - |AN B|

Dowod 7.5

Zauwazmy,ze (AUB) = (A\B)U(B\ A)U(ANB)oraz(A\ B),(B\ A), AN B sa parami
roztaczne.

Dokonczyé dowdéd w domu

Uwaga.JesliANBNC = @, A, B, C nie musza by¢ parami roztagczne. Na przyktad: A = a, B =
b,C = a,b.Alejesli A, B, C sa paramiroztaczne,to ANBNC = @

|JAUB| = |(A\ B)U (B\ A)U(ANB)|
= [(A\B)U(B\ A)|+|AN B
=|A\ B|+|B\ A| + |An B|
= |A| - |ANB|+|B|-|ANB|+|AN B
= Al +[B| - [AN B

7.4 Prawo iloczynu zbiorow skonczonych

Jesli [A| =mi|B| =n,m,n € N4, to

|[Ax Bl=m-n

Dowod 7.6

Bez utraty ogdlnosci zatdzmy, ze m jest dowolne ustalone i przeprowadzimy dowdd indukcyjny
wzgledem n
I. Krok indukcyjny
dlan =0mamy: |B| =0 <= B = @.Wtedy A x & = @ oraz|A x B| = 0 ponadto
dlan =0,m-n =0.Wobectego |A x B|=m-n
II. Krok indukcyjny
Zatézmy,ze (|[A|=nA|B|=n)=|Ax Bl=m-n
Teza: (|JA|=mA|Bl=n+1)=|AxBl=m-(n+1)
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Zatézmy, ze |[A|=m A |B|=n+1

Rozwazmy zbiér C = B\ {b}, gdzie b € B jest dowolny. Wtedy |C| temat 2 (n+1)—1
Zatem na mocy zatozenia indukcyjnego |A x C| = m - n. Zauwazmy, ze B = C'U {b}. Wobec
tego |[A x B| = |[A x (CU{b})| = [(Ax C)U (A x {b})]|
Zauwazmy, ze C' N {b} = @,bo C = B\ {b}.Stad (A x C) N (A x {b}) = @. Zatem
[(Ax C)U (A x {b}) =]AxC|+|A x {b}|
Udowodnimy, ze |A x {b}| = | A|. W tym celu rozwazymy funkcje f : A x {b} — A danawzorem
f(z,b) =zdlaz e A
f jest bijekcja, bo parom o réznych nastepnikach przyporzadkowuje rézne liczby bedace po-
przednikami a wiec jej zawezenie do poprzednikéw jest identycznoscia
Ostateczniemamy |A x B| = |[A x C| 4+ |A x {b}| =m -n+ m = m(n + 1).CND.

7.5 Zbiory mocy continuum

Mowimy, ze zbidr A jest mocy continuum i piszemy |A| = ¢ wtw, gdy A ~ R.

Whprost z definicji wynika, ze zbidr liczb rzeczywistych jest mocy continuum

Przyktad 7.1: Przyktady zbioréw mocy continuum

1. Zbiér ciggdw zero-jedynkowych {0, 1}
2. Zbidr ciggdw liczb naturalnych: NV
{0,1}" € N¥ = {0, 13| <IN

3. Zbior wszystkich podzbioréw liczb naturalnych: P(N)

Lemat 7.3

A~ B = P(A) ~ P(B)

Dowod 7.7

Zatézmy, ze |A| = | B|, wtedy istnieje bijekcja f : A — B.
Zauwazmy, ze funkcja F' : P(A) — P(B) zdefiniowang wzorem F'(S) = f(5) jest bijekcja
Wniosek. P(N?) ~ P(N)
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Twierdzenie 7.2: Banacha

Niech f : A — B, g : B — A beda iniekcjami. Wtedy istniejg zbiory A’ C A, B’ C B takie, ze
f(A)=B'orazg(B\ B) = A\ A’

Dowod 7.8

—

Rozwazmy funkcje h : P(A) — P(A)dangwzorem h(X) = A\ g(B\ f(X)),X € P(A)
Zauwazmy, ze dla dowolnej indeksowanej rodziny zbioréw { 4; } ;c; mamy

h(U A) = [J h(A:)

iel el

Istotnie mamy

h(|J Ai) = |def funkgji h)|
i€l
= A\g(B\ f(J 4))
iel
= |obraz sumy to suma obrazéw|
= A\g(B\ | f(4)
iel
= |Wtasnosc¢ uogélnionej sumy|
= A\G(N(B\ f(4)))
i€l
= |g jest iniekcja, z wtasnosci uog. iloczynul|
= A\ 4B\ f(4)
iel
= |Wtasn. uog. iloczynul|
= JA\ @B\ f(4)
iel
= |def h|
= |Jn(4)
iel

Skonstruujemy teraz zbiory A’, B’. W tym celu zdef. indeksowang rodzine zbioréw nast.
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An+1 = h(An))n €N

Ay =0
Ay = h(Ao) = (@) = A\ §(B)
Ay = h(A1) = h(A\ §(B))

—

Niech A" = |J,,eny An oraz B’ = f(A’)
Zauwazmy, ze A’ C A. Istotnie

N\ An C A, bo h:P(A)— P(A)
neN

Ponadto B C B,bof: A— B
Pozostato udowodni¢, ze g(B \ B') = A\ A’
Zauwazmy, ze

—

h(A') = A\G(B\ f(4) = A\ §(B\ B)

Z drugiej strony

h(A) = h({J An)

neN

= U h(An)

neN

= U An+l

neN

:UAn

neN
= A’
Stad A’ = A\ g(B\ B')
Pokazemy, ze dla dowolnych zbioréw A, C takich, ze C' C A zachodzi:
C=A\(A\C)

Zauwazmy, ze
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[ Zatemjedli A’ = A\ §(B\ B'),to A\ A’ = A\ (A\ §(B\ B')) = §(B\ B

2024-01-19

Twierdzenie 7.3: Cantora-Bernsteina

Dla dowolnych zbioréw A, B

(1Al < [BIA[B| < [A]) = [A] = |B|

Przypomnienie:

A< Bl &L \/ A~C
CCB

Lemat 7.4

(|A| = |B]) A (IC| = |D) A(ANC = @) A(BND = @) = |AUC|=|BUD)|

Dowod 7.9: Dowod lematu

Aby udowodnié, ze przy danych zatozeniach

|JAUuC| =|BUD|

mamy wskazaé bijekcje uzasadniajaca te rownolicznos¢. Czyli funkcje h : AUC — B U D ktéra
jest surjekcja i iniekcja

Poniewaz A ~ C, to istnieje bijekcja f : A — B.rbéwniez C ~ D wiec istnieje bijekcja
g:C—D

Rozwazmy funkcje

h(x):{f(x), zeA
g(z), zeC

Pokazemy,ze h: AUC — BU D jestiniekcjg. W tym celu wybierzmy dowolne z1,25 € AUC
takie, ze x1 # xo
Nalezy rozwazy( trzy przypadki:
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1. z1,29 € Awtedy f(z1) # f(x2) aponiewaz h(z) = f(z)dlax € A, zatem h(zy) #
h(z2)

2. x1,29 € Cwtedy g(x1) # g(x2) aponiewaz h(z) = g(x)dlax € C,zatem h(z1) # h(z2)

3. 1 € A; x9 € Cwtedy h(z1) = f(x1) € Boraz h(z2) = g(x2) € D. Poniewaz wiemy,

zat.

zeBND = @,to h(xl) 7& h(.IQ)

Pokazemy teraz, ze h jest surjekcja, tzn.

NV y=h

yeEBUD zc AUC

Niech wiecy € B U D bedzie dowolny. Poniewaz B N D = &, mozliwe sg przypadki

1. y € Bwtedy 3,c4y = f(x), bo f jest bijekcja f : A — B. Z definicji funkcji h wynika, ze
y= f(z) =h(z)boy e B

2. y € Dwtedy 3,ccy = g(z), bo g jest bijekcja g : B — D. Z definicji h wynika, ze
y=g9(z) =h(z)boy € D

Mamy wiec, ze funkcja jest surjekcja dla dowolnegoy € BU D.
Zatem h jest bijekcjagi AUC ~ BU D

Dowod 7.10: Dowéd twierdzenia Cantora-Bernsteina

Niech A, B sa dowolne zbiory oraz |A| < |B|. Wtedy istnieje bijekcja f : A — B. Zatézmy
rowniez, ze | B| < | A| i wtedy istnieje iniekcjag: B — A

Wobec tego i na mocy twierdzenia Banacha istniejg zbiory A’ C A, B' C Btakie,ze f(A') = B’
orazg(B\ B') = A\ A

Zauwazmy,ze A= A'U(A\ A" )orazA'N(A\ 4A) =2

Réwniezdla B: B=B'U(B\ B')iB'n(B\B) =2

Skorzystamy z lematu 7.4

Poniewaz f(A’) = B, wiec f jest bijekcja z A’ na B', co oznacza, ze A’ ~ B’

Podobnie g(B\ B') = A\ A',wiecg : B\ B' — A\ A’ jest bijekcja. Zatem (B\ B’') ~ (A\ A’)
Na mocy lematu mozemy napisaé:

|A"U (A\ A)| = |B"U(B\ BY)

Skoro wiemy,ze A = A’ U (A\ A’)oraz B = B'U(B\ B’), to mamy, ze

Al = |B|
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Twierdzenie 7.4

|P(N)| = |{0,1}"]

gdzie

« {0,1}N zbiér ciggdw zero-jedynkowych i réwniez zbi6r funkcji odwzorowujacych zbiér
liczb naturalnych w {0, 1}

Dowéd 7.11

Rozwazmy funkcje f : P(N) — {0, 1}.

f(A) = X4 , A€ P(N),gdzie
~~
funkcja charakterystyczna zbioru A
) 1, z€A
Xa:A—{0,1}, zdef. jako
0, z& A

A={2n:neN}

1, x=2n
Xa(x) = ,nEN
0, z=2n—-1

(Authors note: mozliwe, ze tu musi by¢ caty zbi6ér N zamiast parzystych naturalnych) {2n : n €
N} — (1,0,1,0,...)

Pokazemy, ze f jest bijekcja

Iniektywnos¢. Niech A, B € P(N) beda réznymi zbiorami. Wtedy f(A) = X4 oraz f(B) = Xp.
Niech xg € Ainiechzy ¢ B.Wtedy z4(xz0) =1 Xp(z¢) = 0cooznacza,ze X4 # Xpitym
samym f(A) # f(B)

Niech teraz g € {0, 1} bedzie dowolne

f:P(N) — {0,1}N,

Istnieje wtedy zbidr, ktérego elementami sg liczby dowolne, ktore sa miejscami w ciaggu g na
ktorych stoja jedynki

z 0 1 2 3 4 5 6

glx) 1.0 1 0 1 0 1
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A={zxeN:g(zx)=1} ={0,2,4,6,...}

Dla funkdji g € {0,1}Nistnieje zbiér A = {x € N : g(x) = 1}. Oczywiécie A € P(N)
Zatem A +— g

Zauwazmy,zeg = X4

a3 01 2 3 4 5 6

Xa(z) 1.0 1 0 1 0 1

Pokazalismy zatem, ze f jest surjekcja
Zauwazmy dalej, ze
{0,1}N NN zatem |{0,1}"] < |NV|

Ale [{0, 1}N] = | P(N)], czyli P(N) < [NV
Wiemy, ze A ~ B = P(A) ~ P(B) oraz,ze N ~ N2
Zatem |P(N)| = |P(N2)|

Twierdzenie 7.5

IN| < [P(N?)|

Dowod 7.12

Elementami zbioru N™ s3 ciagi liczb naturalnych, a z definicji cigg jest funkcja. Wiemy, ze funkcja

jest relacjg a wiec podzbiorem zbioru par elementow(iloczynu kartezjanskiego)
Zatem kazda funkcje mozna utozsamic z para elementéw. Jesliwiec f : N — Njto f = {(z,y) €

N?:y = f(z)}

Z powyzszego stwierdzenia wynika, ze |[NY| = | P(N)|
Podsumowanie do tej pory: pokazali$my, ze |[P(N)| < [{0, 1}1| < |NN| = | P(N)|

Mamy wiec

{0, 17| < [P(N)| A [P(N) < {0, 1}"]

Zatem z twierdzenie Cantora-Bernsteina |{0, 1} = | P(N)|

Podobnie |NY| = | P(N)|
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{0, 1} <R A [R] < |P(N)|

Twierdzenie 7.6

{0, 1}"| < [R|

Dowod 7.13

Pokazemy, ze funkcja f : {0, 1}~ > R dana wzorem f(c) = 322, TotrT> 8dzie ¢ = (ck)ren
jest iniekcja.

W tym celu rozwazmy dwa dowolne i rézne ciagi a, b € {0, 1}
Niech n € N bedzie takg najmniejsza naturalng k € N, ze ai # by.
a=(0,0,1,1,0,1,...)

p.
b=1(1,0,1,1,0,0,...)
Rozwazmy dwa przypadki

N

2. n>0

a=(0,a1,az,...) L,
Ad(1). Mamy bez utraty ogdlnosci.
b= (1,b1,bo,...)

Wtedy f(a) = 3021 8 < 221 qgirs DO Veen0 < ap, < 1
Wyszedt nam szereg geometryczny

1
102 1

f(a) <

IN

1
1— & =90

Popatrzmy terazna f(b) = 1 + >0, 10@% > L, boVyen0 < by, < 1

Mamy wiec f(a) < g5 < 15 < f(b)

czyli f(a) # f(b)

Ad.(2) Bez utraty ogdlnosci przyjmijmy a,, = 0 A b, = 1, tzn.
a=(ag,a1,...,0n-1,0,an41,0p+2,...) b= (ag,a1,...,an-1,1,bpt1,bn42,...)
Wtedy
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n—1

f(a) = ];) 10k+1 +0+ Z—i-l 10k+1
n—1
Z 0k+1 + Z 0k+1

= 1

—Z o t 2

n— 1
10n+2
= Z +
k+1 _ 1
10 10

= 1
- Z 10k+1 9.10n+1

n—
1
< Z 10k+1 10n+1

- Z 0k+1
= f(b)
PokazaliSmy, ze dla a # bmamy f(a) < f(b) czyli f(a) # f(b)

Twierdzenie 7.7

|P(N) < [R]

Dowod 7.14

Dowdd. Zauwazmy, ze N ~ Q. Zatem |P(Q)| = |P(N)|.
Rozwazmy funkcje f : R — P(Q) zdef. jako f(z) = {¢ € Q: ¢ < x}.
f jestiiniekgcja. Istotnie, niech z,y € R beda dowolne i takie, ze < y. Wiemy, ze pomiedzy

dwoma liczbami rzeczywistymi istneje liczba wymierna, tzn.

/\ \/(:r<y:>x<q<y)
z,y€R ¢eQ

Niech gy € Q bedzie takie, ze z < gy < y.Wtedy qo € f(x) ={¢ € Q: g < z}
Qo€ fly) ={eeQ:q<y}

Oznacza to, ze f(z) # f(y)

PokazaliSmy wiec, ze |P(Q)| < |R|

Zatem |P(N)| < |R].
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Podsumowanie:

» P(N)| < [R|
- R < [{0, 1}"]
- [P(N)] = [{0,1}7]

Z twierdzenia Cantora-Bernsteina wynika, ze

{01} =¢ A [P(N)|=¢

Dodatkowo mamy |NN| = [{0, 1}!], a zatem |NN| = «.

2024-01-26

7.6 Dziatania na liczbach kardynalnych
7.6.1 Sumalliczb

Suma liczb kardynalnych x, A nazywamy moc sumy zbioréw A, B takich,ze AN B = @ oraz |A| =
K, | Bl =\

K+ \A=]|AUB|

K + A nazywamy suma kardynalng

7.6.2 lloczyn liczb kardynalnych

lloczynem liczb kardynalnych x, A nazywamy moc iloczynu kartezjanskiego zbioréw A, B takich, ze
Al = £, [B] = A

K-A=]A X B|

K - A nazywamy iloczynem kardynalnym
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7.6.3 Potegowanie

Potega liczb kardynalnych x, A nazywamy moc zbioru funkcji odwzorowujgcych zbiér B mocy A w
zbior A mocy k.

Bedziemy pisaé x* = |AP|, gdzie |A| = &, |B| = A
Poprawno$¢ definicji wynika z faktu,ze A~ BAC ~ D = AP ~ CP (podane bez dowodu)

Twierdzenie 7.8

Dla dowolnych A, B mamy

1. ANB=@ = |AUB|=|A4|+|B|
2. |Ax B|=|A|-|B|
3. |AP| = 4|17

7.6.4 Wtasnosci dziatan na liczbach kardynalnych

k -+ A = X\ + k (na mocy przemiennosci U)
K-A=A-k(namocy Ax B~ B x A)

K+ (A+p) = (k+ A) + p(namocy tacznosci U)
K- (A p) = (k- u(namocy tacznoscin)
K-(A+p)=rK-X+ k- p(dowdd 7.15)

RATH = A - kH (dowdd 7.16)

(KM)H = rhH

(K- A)F = gH AP

Dowod 7.15: Wtasnos¢ 5

Niech |[A| =k, |B| =\, |C| =u, BN C = @.Wtedy A + = |[BUC] i

© N ok wN R

k- (A-p) =[Ax(BUC)
Wiemy, ze istnieje prawo rozdzielnosci iloczynu kartezjanskiego wzgledem sumy zbioréw
|JAx (BUC)|=]|Ax BUA X C|

=|Ax B|+|AxC|
=K-A+K-p
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Dowod 7.16: Wtasnos¢ 6

Niech |A| =k, |B| =\, |C|=u,BNC =2
Wtedy A + 1 = |[BU C| oraz s’ = |APYC| oraz k* = |AP|ik* = |AC|, a stad

K kP = |AB x AC|

Zauwazmy, ze wystarczy udowodnié, ze ABYC = |AB x AC|, tzn wystarczy znalez¢ bijekcje
© : ABYC _ AB x AC ktéra bedzie podana wzorem

o(f) = (fig, fic)
gdzie

* f|B<x) = f(w),l' €B
¢ fic(z) = f(z), 2 € C sa zawezeniami odpowiednio do zbioréw Bi C

Udowodnimy, ze © jest iniekcja
Rownos¢ funkeji f : A — Corazg: B — D

f=9 = A=CA N\ g(z) = f(z)

z€A
Niech f1, fo € ABYC beda réznymi funkcjami
Wtedy istnieje o € B U C takie, ze f1(z¢) # fa(xo).
Poniewaz BN C = &, wiecalbozy € Balbozy € C
W przypadku, gdy g € B mamy
fi(zo) # fa(wo) = f1IM(z0) # foyn(z0)

Zatem (fy g, fi|c) # (fo1B> fo0) cyli ©(f1) # O(f2)
W przypadku, gdy g € C mamy

fi(zo) # f2(x0) = fijc(x0) # f21c(%0)

Zatem (fy B, f11c) # (f21B> fo10)
Co oznacza, ze ©1(f1) # ©(f2)
Wobec tego © jest iniekcja
Surjektywnosé

A \/ h=6()

heAB x AC ge ABUC

Niech h € AP x A, Wtedy istnieja funkcje A : B — Aoraz 3 : C — Atakie,ze h = (a, 3)
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o : - : a(z), z€B
Poniewaz B N C' = &, wiec zdefiniujemy funkcje g(x) =
B(x), zeC

Oczywiscieg e BUC — A
Ponadto ©(g) = (9B, 9/c) = (@, B) = h
Co oznacza, ze O jest surjekcja

7.6.5 Wtasnosci zwigzane z nierownosciami

Jesli k < A(tzn. istnieje iniekcja f : A — B, gdzie |A| = &, |B| = \), to

L e+p<A+p
2.k u<Ap
3. kM <MW

4. pr < pt

8 Typy porzadkowe

« patrz pl.wikipedia.org/wiki/Liczby_porzadkowe

Izomorfizm porzadkow Mdowimy, ze zbidr uporzadkowany czesciowo (X1, R ) jest izomorficzny do
zbioru uporzadkowanego czesciowo (X2, R2) kiedy istnieje bijekcja f : X; — X5 taka, ze

N aRib = [f(a)]Ro[f (D))

a,be Xy

Typ porzadkowy Kazdemu zbiorowi liniowo uporzadkowanemu (X, <x) przyporzadkowujemy
obiekt zwany typem porzadkowym w taki sposob, ze zbiory izomorficzne s tego samego typu

Jesli (A, <,) oraz (B, <p), sa uporzadkowane liniowo i izomorficzne, to bedziemy pisac
typ(A4, <a) = typ(B, <B)

Staby porzadek liczb porzadkowych Powiemy, ze zbi6r uporzadkowany liniowo (A4, < 4) jest typu
porzadkowego nie wiekszego niz typ porzadkowy zbioru uporzadkowanego liniowo (B, <p)
wtw, gdy istnieje iniekcja f : A — B taka, ze

N\ z<ay= f@) <z fy)

z,yeA
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Bedziemy woéwczas pisaé typ(A, <4) < typ(B,<p) oraz typ(A,<a) < typ(B,<p) jesli
typ(4, <a) # typ(B, <p)

2024-01-30

8.1 Typy porzadkowe zbioréw uporzadkowanych

Typ porzadkowy Typem porzadkowym nazywamy ceche(obiekt) przyporzadkowany zbiorowi liniowo
uporzadkowanemu (A, < 4) oznaczony symbolem typ(A, < 4)

« typ(9, p) = 0. Gdzie p jest dowolnym porzadkiem
« typ(4,<4) = n,jesli \/ A~{1,2,...,n}

« typ(4,<4) = typ(B,ngeig,jeéli (A, <4) ~ (B, <p) (porzadki izomorficzne)
« typ(N, <) =w

« typ(Z\N, <) =w*

« typ(Q, <) = A

< typ(R, <) =1

Liczba kardynalna zbioru skonczonego rowna jest typowi porzagdkowemu tego zbioru, o ile jest on
uporzadkowany liniowo

8.2 Porzadek typow porzadkowych

Staby porzadek typow porzadkowych Méwimy, ze typ porzadkowy zbioru (4, < 4) jest nie wiekszy
od typu porzadkowego zbioru (B, <p) i piszemy

typ(4, <4) < typ(B, <p)

wtw, gdy w zbiorze (B, <p) istnieje odcinek poczatkowy (patrz Odcinek poczatkowy) E izomor-
ficzny ze zbiorem (A, <4)

Silny porzadek typow porzadkowych Bedziemy méwié, ze typ(A, <) jest mniejszy od typ(B, <p)
i pisaé

typ(A, <a) < typ(B,<p) <= typ(A4,<a) < typ(B, <p) Atyp(A, <a) # typ(B,<B)
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Lub

typ(A, SA) < typ(B, SB) — typ(A, SA) < typ(37 SB) A (A? SA) ;ﬁ (Bv SB)

zbiory nie sg izomorficzne

8.3 Wtasnosci typow porzadkowych

Niechtyp(A4,<4) = aoraztyp(B,<p) = B, typ(C,<¢c) = v

e a< «

e X =0
c(a=BAB=y)=a=y
ca=0=0F=a«a
c(@<BABLa) = a=f
c(a<BAB<y) = a<lny

8.4 Liczby porzadkowe

Liczba porzadkowa Typ zbioru dobrze uporzadkowanego nazywamy liczba porzadkowa

8.4.1 Dziatania na liczbach porzadkowych

. o = typ(4,<4) :
Suma porzadkowa Suma porzadkowa liczb porzadkowych nazywamy liczbe po-

5 = typ(B7 EB)
rzagdkowa oznaczong o + 3 przyporzadkowana zbiorowi (A U B, <g), gdzie

N z<sy <= [myecArz<syV(z,ye BAz<py)V(rcANyE B)

z,ye AUB
. Q= typ(A, SA)
lloczyn porzadkowy Iloczynem porzadkowym liczb porzadkowych nazywamy
B =typ(B,<B)
liczbe porzadkowa oznaczong « - 3 przyporzadkowana zbiorowi (B x A, <;), gdzie
A (r1,91) <5 (x2,92) <= [11 <p 22V (71 = 22 Ay1 <A Y2)]

(x1,y1),(z2,y2)EBXA

Relacje <; nazywamy porzadkiem leksykograficznym
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8.4.2 Wtasnosci dziatan na liczbach porzadkowych

W e N~ WD+

at+pB#B+a
a-B#B-a
(a+B)+y=a+(B+7)
(@-B)-y=a-(B-7)
af+y)=a-fta-y
B+ya=8-a+y- «
a<f = y+a<y+p
a<f = v-a<~vy-p
a<f = y-aly-p
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