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2025-02-26

1 Liniowy model ekonometryczny

1.1 Zmienne objasniajace w liniowym modelu ekonometrycznym

Zmienne objasniajace w liniowym modelu ekonometrycznym powinny by¢:

« silnie skorelowane ze zmienng objasniana,

« stabo skorelowane miedzy soba,

« silnie skorelowane z innymi zmiennymi objasniajacymi, ktére nie weszty do modelu (s3 ich
reprezentantami).

1.2 Zmienne Quasi-state

Warunkiem wstepnym do tego, aby dana zmienna (np. X;) mogta by¢ uznana za objasniajacag w modelu,
jest jej wystarczajace zréznicowanie. Zmienng objasniajaca nie moze by¢ zmienna, ktérej poszczegblne
obserwacje nie réznia sie miedzy soba (lub rdéznia sie w niewielkim stopniu). Nie jest to wtedy juz
zmienna, lecz stata (lub quasi-stata).

1.2.1 Wspoétczynnik zmiennosci

Do mierzenia poziomu zréznicowania najczesciej wykorzystuje sie klasyczny wspétczynnik zmienno-
Sci:

gdzie

+ sj - odchylenie standardowe zmiennej X
« T, - Srednia arytmetyczna zmiennej X lub oparty na rozstepie

Zwykle obiera sie krytycznag warto$¢ wspétczynnika zmiennosci V* (np. V* = 0,1). Zmienne spetnia-
jace nierbwnosc

V< V*
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uznaje sie za mato zréznicowane i eliminuje ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajacych.

1.2.2 Wspétczynnik zmiennosci oparty na rozstepie

max; Tj; — mini Lij

W, =2-

max; T;; + min; x;;
7 L] Ry

1.3 Wspétczynnik korelacji liniowej Pearsona

Wspotczynnik korelacji liniowej Pearsona r;; jest miarg liniowej zalezno$ci miedzy zmiennymi X
oraz X;. Jest on okreslony nastepujgco:

i1 (wij — %) (za — T)

R VI (s — %) iy (e — 71)°

Tﬂ

Wartos$¢ wspotczynnika korelacji zawiera sie w przedziale [—1, 1].

Jego znak wskazuje na kierunek zaleznosci.

Ly

Vv

1.3.1 Macierz korelacji

Wspotczynnik korelacji miedzy m zmiennymi mozna zapisaé w postaci macierzy korelacji
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1 T12 oo T1m
T21 1 cee Tom
R =
Tm1 Tm2 - 1

gdzie
« rj; — wspbtczynnik korelacji zmiennych X i X;.
WtasnosSci macierzy korelacji:

L -1<ry<1
2. T’jjzl

3. Tl =Tl

Rysunek 1: Funkcyjna zaleznos¢ liniowa miedzy zmiennymi
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Rysunek 2: Staba zaleznos¢ liniowa miedzy zmiennymi

1.3.2 Badanie istotnosci korelacji

Badajac skorelowanie dwdch zmiennych X, Y, mozemy podja¢ decyzje o istotnosci skorelowania,
arbitralnie obierajac krytyczna wartos¢ wspétczynnika korelacji (narzuconej z gory przez badacza).
Mozemy rowniez uzalezni¢ krytyczng warto$¢ wspotczynnika korelacji od warunkéw préby, jaka dys-
ponujemy.

Sprawdzamy wéwczas hipoteze, ze zmienne X, Y nie s3 istotnie skorelowane, czyli hipoteze Hj :
R, = 0, wobec hipotezy alternatywnej H; : r;, # 0

Dla wyznaczonego z préby wspétczynnika korelacji r,,, sprawdzianem tej hipotezy jest warto$c¢ staty-
styki:

Wartos¢ krytyczna t,, odczytujemy z tablic rozktadu t-Studenta dla ustalonego z gory poziomu istotnosci
aidlan — 2 stopni swobody.

« Jezelit, < t,to hipoteze zerowa nalezy odrzucic¢
Oznacza to, ze wartos¢ r,,, istotnie rézni sie od zera.
« Jezelit, > t,to nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowe;.

Otrzymana z préby, rozna od zera warto$¢ wspétczynnika korelacji wynika tylko z przypadku.
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Jesli w hipotezie alternatywnej okreslony jest znak wspétczynnika korelacji, czyli H; : 5, < 0lub
H; : m2y>0, to w teScie korzystamy z obszaru lewostronnego lub prawostronnego.

1.4 Dobor zmiennych
1.4.1 Metoda analizy wspétczynnikéw korelacji

W metodzie ustala sie wartos$¢ krytyczna wspétczynnika korelacji. Okresla ona poziom istotnosci
wspotczynnika korelacji. Warto$¢ na moze byc¢ zadana przez badacza albo wyznaczona ze wzoru

o B

« t jest wartoscig statystyki odczytana z tablic testu t-Studenta dla zadanego poziomu istotnosci «

gdzie

oraz dlan — 2 stopni swobody.
Procedura doboru zmiennych objasniajacych jest nastepujaca.

1. Ze zbioru potencjalnych zmiennych objasniajgcych eliminuje sie wszystkie zmienne, dla ktorych
zachodzi nieréwnos¢

rj| <7r*

sg to bowiem zmienne nieistotnie skorelowane ze zmienng objasniana.

2. Sposrdd pozostatych potencjalnych zmiennych jako zmienng objasniajaca wybiera sie taka
zmienng X}, dla ktorej

] = max|r,

Poniewaz zmienna X, jest noSnikiem najwiekszego zasobu informacji o zmiennej objasnianej

3. Ze zbioru pozostatych potencjalnych zmiennych objasniajacych eliminuje sie te wszystkie
zmienne, dla ktérych

|7l > "

s3 to bowiem zmienne zbyt silnie skorelowane ze zmienna objasniajacg X}, a wiec powielajace
dostarczone przez nig informacje.
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1.4.2 Metoda pojemnosci informacji | metoda Hellwiga

Zaktadamy, ze no$nikami informacji sg wszystkie potencjalne zmienne objasniajace. Gdy wystepuje
m potencjalnych zmiennych objasniajgcych, istnieje 2™ — 1 mozliwych kombinacji zmiennych obja-
$niajacych. Dla kazdej kombinacji zmiennych definiuje sie tzw. indywidualng pojemnosé nosnikéw

informacji:
h " ' (j € Ly)
kj — = ’ J k
Tl Yien, Irigl e, Il
i#]
gdzie

+ k-numer kombinacji (k =1,2,...,2™ — 1)

o Lj, - zbidér numerdw zmiennych w rozpatrywanej kombinacji

+ j - numer zmiennej w rozpatrywanej kombinacji

« r; —wspbtczynnik korelacji potencjalnej zmiennej objadniajacej o numerze j ze zmienng obja-
$niana (element wektora R)

« ;5 wspotczynnik korelacji miedzy i-ta i j-ta potencjalng zmienng objasniajaca (element macierzy
korelacji R)

Wskaznik hy; jest miernikiem wielkoci informacji wnoszonej przez zmienna X; o zmiennej objasnia-
nej Y w k-tej kombinacji.

Po obliczeniu wartosci hy,; dla zmiennych wyznacza sie dla kazdej kombinacji pojemnos¢ integralna
kombinacji no$nikow informacji. Wielko$¢ te oblicza sie wedtug wzoru

Hip= > hy, (k=12,...,2" 1)
JELg
Pojemnos¢ integralna k-tej kombinacji jest wiec suma indywidualnych pojemnosci noénikéw infor-
macji, wchodzacych w sktad tej kombinacji. Pojemnos$¢ integralna stanowi kryterium wyboru
odpowiedniej kombinacji zmiennych objasniajacych. Wybiera sie te kombinacje, dla ktorej war-
tos¢ Hy, jest najwieksza.

Wskazniki indywidualny i integralny pojemnosci informacji sg tak skonstruowane, iz ich wartosci
mieszcza sie w przedziale [0, 1]

W przestrzennej analizie popytu na zywiec wotowy wzieto wstepnie pod uwage dwie zmienne

objasniajace.
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« X1; - przecietne dochody na jednego mieszkanca w i-tym wojewddztwie
« Xy, - przecietna cena zywca wotowego w i-tym wojewddztwie

Na podstawie zebranych danych oszacowano macierz wspotczynnikéw korelacji miedzy zmien-
nymi objasniajacymi R oraz wektor Ry przedstawiajacy stopien skorelowania zmiennej obja-
$nianej ze zmiennymi objasniajacymi

1 06 0,8
R= Ry =
06 1 -0,2
Sposrod przedstawionych zmiennych nalezy dokonac wybor tych ktére w efekcie korncowym
wyniosa najwiecej informacji o popycie na zywiec wotowy

Ky ={X1}
m=2 2"-1=3 Ky={Xs}
K3 ={X1, X5}
e hi1 = (0’18)2 = 0,64 zatem H; = 0,64
hay = 922 — 0,04 -
* N9y = 1 = 0,04 zatem Hy = 0,04
o har = 98 — 0 4oraz hyy = G2 = 0,025

zatem H3 = hgy + hgs = 0,425

2025-03-05

Przyktad 1.2

Dla danych z zad1.jpg wyznacz wspétczynnik zmiennosci W; oraz wyeliminuj zmiennej quasi-
statedlaW; = 0,2

Rok vy x1 X2 X3 x4 x5

1971 150 7.00 0.60 12.00 0.13 0.15
1972 150 7.00 1.00 12.00 0.13 0.15
1973 160 8.00 1.00 15.00 0.13 0.16

10
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1974
1975
1976
1977
1978
1979
1980
1981
1982
1983
1984
1985
1986
1987
1988
1989
1990
1991
1992
1993
1994
1995
1996
1997
1998

1.60
2.00
1.60
2.00
2.00
2.00
2.20
2.25
2.35
2.35
2.45
2.50
2.60
2.50
2.55
2.60
2.65
2.70
2.85
2.80
2.95
3.00
3.20
2.97
2.85

8.00

8.00

10.00
10.00
12.00
12.00
12.00
14.00
14.00
14.00
16.00
16.00
16.00
16.00
15.00
14.00
12.00
12.00
12.00
12.00
12.00
11.00
12.00
12.00
12.00

1.40
1.00
1.00
1.00
1.40
1.40
1.60
1.60
1.60
2.00
2.00
2.00
2.00
2.10
2.10
2.03
1.98
2.00
2.00
1.96
1.95
1.95
1.95
1.93
1.93

15.00
16.00
21.00
21.00
21.00
21.00
20.00
20.00
19.00
18.00
20.00
17.00
16.00
16.00
15.00
16.00
17.00
21.00
25.00
21.00
21.00
20.00
20.00
21.00
18.00

0.14
0.13
0.13
0.13
0.13
0.13
0.12
0.15
0.21
0.21
0.22
0.22
0.22
0.22
0.21
0.21
0.21
0.21
0.20
0.20
0.20
0.23
0.24
0.24
0.24

0.16
0.17
0.16
0.15
0.17
0.17
0.17
0.17
0.17
0.17
0.16
0.16
0.16
0.18
0.19
0.19
0.20
0.24
0.24
0.24
0.25
0.26
0.25
0.24
0.22

11
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X1 X2 X3 X4 X5

w; 0,783 1,111 0,703 0,667 0,537
V; 0,225 0,267 0,167 0,239 0,193

1.4.3 Metoda grafowa

Idea tej metody, podobnie jak w metodzie pojemnosci informacji, opiera sie na wyborze takich zmien-
nych objasniajgcych do modelu, ktdre sa silnie skorelowane ze zmienng objasniang oraz stabo skore-
lowane miedzy soba. Procedura metody rozpoczyna sie od utworzenia wektora korelacji Ry miedzy
zmienng objasniana a potencjalnymi zmiennymi objasniajgcymi.

W kolejnym etapie sprawdzamy, ktore elementy macierzy R sa tak mate, ze mozemy je uznac za zerowe
(nieistotnie rézne od zera). W tym celu poréwnujemy rzeczywiste wspotczynniki korelacji r;; z macierzy
R ze wspotczynnikiem krytycznym, ktéry mozemy wyznaczyé dwoma sposobami. Wspotczynnik ten

t2
rf=y——"—
t24+n—2

Drugi sposéb jest oparty na regule minimaksowej, takiej, ze na podstawie macierzy R ustalamy

mozna obliczy¢ ze wzoru

r* = min max ||
i
JFi

Jesdli zachodzi warunek |r;;| < r*, to wszystkie elementy spetniajgce ten warunek zastepujemy w
macierzy R zerami. Macierz te oznaczymy R’.

W kolejnym etapie na podstawie macierzy R’ budujemy graf, w ktorym wierzchotkami sa potencjalne
zmienne objasniajace, a wigzadtami niezerowe elementy macierzy R’. Mozemy otrzymac graf spdjny
lub kilka podgrafow, a takze punkty (zmienne) odosobnione. Z tak powstatych podgraféow do modelu
wybieramy zmienne odosobnione (nie sg one bowiem skorelowane z innymi potencjalnymi zmien-
nymi objasniajacymi) oraz te zmienne, ktére majg najwieksza liczbe powigzan (wigzadet) z innymi
potencjalnymi zmiennymi objasniajacymi. Jezeli takich zmiennych jest wiecej niz jedna, to wybiera sie
sposrodd nich te, ktora jest najsilniej skorelowana ze zmienng objasniana.

12
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Przyktad 1.3

Dla danych z zad1.jpg na poziomie istotnosci o = 0,05 sprawdz istotno$¢ wspotczynnika
korelacji pomiedzy zmienna X; oraz X5

T(X17X5) = 0,1 n = 28

Rozktad T odw(0,05, 26) te = 2,056

kwantyl rzedu 1 — % rozktadu T'(26)

H027‘15:0 H1:7’15750

0,1
V1—0,12

Poniewaz t, > t to nie mamy podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej

t= V26 = 0,512

1.4.4 Wspétczynnik korelacji wielorakiej

Oznaczmy przez r; wspétczynnik korelacji miedzy zmienng objasniang Y a zmienna objasniajaca
X; oraz wspétczynnik korelacji miedzy zmiennymi objasniajagcymi X; i X; przez rj;. Wspétczynniki
korelacji miedzy zmiennymi objasniajagcymi tworzg macierz korelac;ji

1 ro o T
ror 1 --- roq
R =
Tml Tm2 - 1

a wspétczynniki korelacji miedzy zmienng objasniang i zmiennymi objasniajgcymi - wektor korelacji:

1
T2
Ry =

T'm

Wektor Ry i macierz R sg wykorzystywane do budowy tzw. macierzy rozszerzonej R*:

13
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1 T1 T9 Tm
BT 1 rio o T
1
0
*_ —_
R_R R—T2 (TR S 31
0
"m Tml Tm2 - 1 ]

Macierze R i R* s wykorzystywane do budowy wspétczynnika korelacji wielorakiej R,,,. Jest on miarg
liniowej zaleznoSci miedzy zmienng objasniang a liniowa kombinacja zmiennych objasniajacych. Przy
oznaczeniach podanych wczeSniej wspétczynnik korelacji wielorakiej jest obliczany ze wzoru

_ det R*
det R

Ry =

Wspotczynnik korelacji wielorakiej przyjmuje wartosc¢ z przedziatu [0, 1]. Na koncach tego przedziatu
jego interpretacja jest nastepujaca:

1. Jezeli R, = 0, to nie ma zaleznosci liniowe;j,
2. Jezeli Ry, = 1,to miedzy zmienna objasniang a liniowg kombinacjg zmiennych objasniajacych
zachodzi zalezno$¢ funkcyjna liniowa.

Warto$¢ wspotczynnika korelacji wielorakiej moga stanowic podstawe doboru zmiennych w liniowym
modelu ekonometrycznym wtedy, gdy kombinacje zmiennych objasniajacych sg jednakowo liczne.
Przy dwéch zestawach potencjalnych zmiennych objasniajacych zmienng objasniang Y wybiera sie
ten zestaw, dla ktérego wspotczynnik korelacji wielorakiej przyjmuje wartos¢ wieksza.

Przyktad 1.4

Dla danych z zad1.jpg obliczy¢ wspotczynnik korelacji wielorakiej, dla kombinacji dwuelemen-
towych oraz wybrac¢ zmienne do modelu ekonometrycznego

[0,58] 1 079 026 064 0,1]
0,86 0,79 1 0,33 086 0,59
Ro = |0,48 R= 1026 033 1 017 051
0,87 0,64 0,86 0,17 1 0,62
0,83] 01 059 051 062 1 |

14
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kombinacje R*

det R*

det R

1
{X1, X0} 0,08
10,06
[ 1
{X1, X3} 0,08
10,08
[ 1
{X1, X4} 0,08
0,07
[ 1
{X1, X5} 0,08
0,03
[ 1
{ X2, X3} 0,06
10,08
[ 1
{ X2, X4} 0,06
0,07
[ 1
{X, X5} 0,06
10,03
[ 1
{ X3, X4} 0,08
0,07

0,08

0,09
0,08

0,06
0,08

0,04
0,08

0,0
0,06

0,03
0,06

0,06
0,06

0,09
0,08

0,07

0,06
0,09

0,08
0,06

0,07)
0,04

0,03]
0,0

0,08
0,03

0,07)
0,06

0,03
0,09

0,07)
0,07

0,088

0,010

0,043

0,061

0,094

0,051

0,066

0,026

0,076

0,032

0,090

0,090

0,091

0,060

0,052

0,071

0,075

0,073

0,071

0,069

0,085

0,097

0,048

0,033
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1 008 0,03 - -
1 0,01
{X3, X5} 0,08 1 0,01 0,027 0,040 0,033
0,01 1
0,03 001 1 L -
1 007 0,03 - -
1 0,02
{X4, X5} 007 1 0,02 0,065 0,016 0,046
0,02 1
0,03 002 1 L -

2025-03-12

1.5 Efekt katalizy w liniowym modelu ekonometrycznym

Efekt katalizy w liniowym modelu ekonometrycznym oznacza silne skorelowanie zmiennej objasnia-
nej ze zmiennymi objasniajacymi w sensie wysoka wartos¢ wspotczynnika korelacji wielorakiej
spowodowana silnym skorelowaniem zmiennych objasniajacych miedzy soba

Zmienne objasniajace, ktére wywotaty efekt katalizy nalezy wyeliminowac z modelu

Jedlidla kazdegoi € {1,2,..., k} wspdtczynniki korelacji r; w wektorze Ry s3 dodatnie oraz uporzad-
kowane niemalejagco, to para (R, Ry) nazywa sie regularng parg korelacyjna. Dla takiej pary macierz Q)
0 postaci
I g2 - quk
@1 1 - gk
Q pu—
(qk1 qr2 oo 1

w ktorej ¢;; = qji = ;—], gdzie i < j nazywa sie macierza neutralna. Wielkos¢ ¢;; jest wartoscia
neutralng wspétczynnika korelacji r;; = r(X;, X;)

Jesli (R, Ry) jest regularna para korelacyjna oraz dla kazdego i, j € {1,2,...,k} zachodzi rownosé
rii = ¢ij, to wspdtczynnik korelacji wielorakiej R = rj, = maxr;

Zmienne objasniajace X1, X, ..., X;_1 nie wnosza dodatkowych informacji o tej zmiennej objasnia-
nej Y w poréwnywaniu ze zmienna objasniajaca X

16
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Jeslidlakazdychi € {1,2,...,k—1},5 € {1,2,...,k} spetniona jest rownos¢

2 2
Tij < dij

to R? > r,ﬁ. W tym wypadku kazda ze zmiennych objasniajacych dostarcza pewien zaséb informacji, o

zmiennej objasnianej

W wypadku nieréwnosci

2 2
Tij > 4ij

rowniez nastepuje wzrost kwadratu wspotczynnika korelacji wielorakiej w stosunku do maksymalnej
wartosSci prostego wspotczynnika korelacji 7. ale wzrost ten jest spowodowany wystapieniem efektu
katalizy.

Tak wiec efekt katalizy wystapi wowczas gdy istnieje para (i, j) taka, ze

7
Tij < 0 lub Tij > -
rj

Zmienna X nazywana jest zmienng katalityczna lub katalizatorem

Do wykrywania efektu katalizy w modelu ekonometrycznym wykorzystuje sie wskaznik

U =R} — H,

gdzie

« [ - numer kombinacji zmiennych objasniajacych modelu
« R, - wspdtczynnik korelacji wielorakiej I-tej kombinacji zmiennych
« H; - wskaznik integralnej pojemnosci informacji I-tej kombinacji zmiennych

U, nalezy do przedziatu (0; 1). Efekt katalizy nie wystepuje gdy U; = 0, natomiast natezenie efektu
katalizy osigga warto$¢ najwieksza, gdy U; = 1.2

Zmienng objasniang modelu jest Y - warto$¢ sprzedazy ustug hoteli. Potencjalnymi zmiennymi

objasniajacymi sa:

o X - zatrudnienie

2Elzbieta Maksymiak. Minimalizacja efektu katalizy w metodach doboru zmiennych
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« X5 - $rednia cena 1 miejsca w hotelu
+ X3 - liczba miejsc w hotelach
Wektor wspdtczynnikéw korelacji miedzy zmienng Y i zmiennymi X3, X5, X5 oraz macierz
wspotczynnikéw korelacji miedzy zmiennymi X1, X5, X3 s nastepujace:
0,43 1 0,25 0,74
Ro = 10,50 R=1025 1 04
0,79 0,74 04 1
Zbadaj istnienie efektu katalizy dla kombinacji zmiennych K; = (X3, X3) oraz Ky = (X2, X3)
0,43
=—— =0,86
q12 0.5 )
0,43
=—"— =054
13 0,79 )
0,5
=— =0,63
q23 0,79 )
Kombinacja pierwsza
T% > qlzj
K1 = (X1, X3)
0,742 > 0,542
Uy = R} — H,
1 043 0,79
. 1 0,74
Ri=1043 1 0,74 Ry = R, ~ 0,82
0,74 1
0,79 0,74 1
0,43 0,79*
= 7’ = 14 = 7’ = H = 4
hii 15024 0,149 his 15024 0,503 1 = 0,46
U, = 0,822 — 0,46 = 0,21

18
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Kombinacja druga
0,42 < 0,632
Uy, =R?—-H,
1 05 0,79
« 1 04
R;=105 1 04 Ry = Ry =0,82
04 1
0,79 04 1
0,52 0,792
h = ) = ]_ h = > — 44 H — 2
2= 1104 0,179 %=1104 0,446 5 =0,6
Uy = 0,822 — 0,62 = 0,0524

Przyktad 1.6: Zadanie do wyktadu 1 metoda grafowa

Na podstawie 22 obserwacji dokonanych na zmiennej objasnianej i 9 zmiennych objasniajacych
obliczono wspétczynniki korelacji ktére przedstawiono w nastepujgcy sposéb

0,81 1 041 005 017 028 —036 051 027 06
—0,54 041 1 015 —03 015 021 -038 028 0,11
0,25 005 015 1 021 008 —0,62 006 -001 0,15
—0,71 0,17 -03 021 1 012 —025 017 —005 0,07

Ry=|052| R=1|028 015 008 012 1 015 047 028 0,39

0,48 036 021 -062 —-025 015 1 031 0 —0,3
0,09 051 -038 006 017 047 031 1  —058 —0,27
0,18 027 028 -001 —-005 028 0 —058 1 0,02
| 0,15 | 06 011 015 007 039 —013 —027 002 1

Stosujgc metode analizy graféw wybrac optymalng kombinacje zmiennych objasniajacych do
modelu ekonometrycznego. Weryfikacje istotnosci wspotczynnikow korelacji przeprowadzié na
poziomie istotnosci o = 0,1
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t = Rozktad T odw(0,1;20) t~1,7341

Kwantylrzedu 1 — % rozktadu 7'(20)

* __ t? *
T =V e 2 r* =~ 0,38

(1 041 0 0 O 0 051 0  06]
041 1 0o 0 0 0 -038 0 0
0 0 1 0 0 -062 0 0 0
0 0 0o 1 0 0 0 0 0
R=|0 o0 0 0 1 0 047 0 0,39
0O 0 -—0620 0 1 0 0 0
051 —038 0 0 047 0 1 —058 0
0 0 0o 0 0 0 —058 1 0
06 0 0 0 039 0 0 0 1|
Mg= 00

Rysunek 3: Graf z macierzy

Zatem wybieramy zmienne X4, Xg, X7

\.

2025-03-19
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1.6 Metoda Najmniejszych Kwadratow

Rysunek 4: wykres

Za pomoca tej metody szacujemy nieznane parametry modelu. Uzyskujemy w ten sposob oszacowania
dla ktérych model najlepiej opisuje zaobserwowane dane.

Najczesciej stosowanym modelem jest model liniowy. W modelu tym zaktada sie ze zwigzek miedzy
zmienng objasniang i zmiennymi objasniajacymi jest liniowy

yi=x101+x1Po+ ...+ a0+, dlai=1,2,... N

Przy czym

« y; jest zmienna objasniang (endogeniczna, zalezny),

. X1,T9,..., T S3 zMiennymi objasniajacymi (egzogenicznymi, niezaleznymi) Zmiennych tych
jest k.

+ ¢ jest btedem losowym

+ i jest indeksem obserwacji

« N jest liczbg obserwacji

Znajdowanie estymatora (oszacowania) MNK (Metoda Najmniejszych Kwadratéw) parametrow

B1, B2, - - . , Br okreslamy mianem regresji liniowy, y; na x1, xo, . . ., x%. Zgodnie z przyjeta konwencja
oszacowania nieznanych parametréw (1, 32, ..., 8; uzyskamy za pomoca MNK oznaczamy jako
b1,bo,...,by. Przewidywane na podstawie oszacowanego modelu warto$ci zmiennej zaleznej,

nazywane wartosciag dopasowana (teoretyczng):
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Ui = 1,01 + T2:b2 + . .. + Tiby

Wartosci dopasowane rdznia sie od rzeczywistych wartosci y;, poniewaz w modelu oszacowanym
zamiast prawdziwych nieznanych parametréw (31, 3o, . . ., 8 uzywamy ich oszacowan by, ba, . . ., by i
pomijamy btad losowy.

Reszty definiujemy jako roznice miedzy wartoscig zaobserwowang zmiennej zaleznej, a wartoscia
dopasowana tej zmiennej:

ei =i — T1;b1 — x2by — ... — Thiby = yi — Ui

Omowienie MNK zaczniemy od przypadku modelu liniowego ze statg i jedng zmienna objasniajaca. W
tym przypadku model teoretyczny opisuje rownanie:

yi = B1+ Pox; + &

Model wyestymowany dany jest rownaniem

§i = by + bax; +e;

a reszty dla kazdej obserwacji bedg dane wzorem

e; = Yi — b1 — baw;
Oszacowania by, b, powinny by¢ dobrane tak, aby Suma Kwadratéw Reszt (SKR) byta najmniejsza.

Suma ta jest rowna

SKR(bl, bg) = e

-

s
I
_.

(yi — b1 — baw;)?

o

-
Il
—

(47 — 2b1yi — 2oy + 2b1baw; + f + b3a7)

o

-
Il
—

OSKR(b1,by)  OSKR(b1,by)
by - by -
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OSKR(by,by) &
= ;(—2% + 2bow; + 201)
OSKR(by,by) 2
T = ;(—22/11'2 + 2b1z; + 2boxy)
N
S(~2y; + 2o +201) =0 |2
=1

N N N
D bami+ Y b=y
i=1 i=1 i=1

N N N
byY wi+bi» 1=>u
i=1 =1 =1

N N
by Y xi+Nbi=> u
i=1

=1
SNy —be SN
N

b =
by =y — by
N N N

Z(—Qyixi) + Z 2b1x; + Z 2b2$22 =0 ‘ 12

=1 =1 =1

N N N
=1 =1 =1

N N
by T+ by - D e 3512 _ D ie1 TiYi

N N
N g2 N s
(Y — b2T)T + by - lezvl Ti _ Z’Z;V‘r’yl
N 2 N
T — bo(@)? 4 by LT L T
bQ(M—(*P):M_ -
N N
Zj\ilxzyz I
= X
by = =
D (E)Q

Ocena wariancji odchylen losowych modelu liniowego z jedng zmienng objasniajaca otrzymujemy ze

wzoru

N 2
2 Yim1€;
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Wielkos¢ s, jest odchyleniem standardowym reszt modelu ktére informuje o ile zaobserwowane warto-
Sci zmiennej objasnianej przecietnie roznia sie od teoretycznych wartosci tej zmiennej wyznaczonych z
modelu.

Standardowe btedy S(b2), S(b1) szacunku parametrow strukturalnych (s, 51 wyznaczamy ze wzoréw

S(bs) = lub S(by) = ——Se
VI, N S, )2

N .2 N 2
i=1%; i=1T5

Sb1) = se- \J NN, 22 — Nz2) b S(br) = e J NYX, (i — )2

;o

1.7 Zapis macierzowy modelu liniowego

Model liniowy ze stata i jedng zmienng objasniajaca to szczegdlny przypadek modelu z £ zmiennymi
objasniajgcymi.
Zatézmy, ze zmienna zalezy w nastepujacy sposéb od zmiennych objasniajgcych

Yi =211+ x9fo+ ...+ xpfr+e; dlai=1,2,...,N

Rownanie to dla wszystkich obserwacji mozna zapisa¢ za pomoca réwnania macierzowego

Y1 Tr11  T12 ot Tl b1 €1

Y2 T21 T2 ot T2 B2 €2

YN TIN ToaN 0 TkN| | Bk EN
—— ~——  ~——
YNx1 XNxk Brx1 ENx1

gdzie

« Ynx1 jest wektorem obserwacji dla zmiennej zaleznej
+ X xk jest obserwacji zmiennych niezaleznych

* Brx1 jest niezaleznych parametréw,

« enx1 jest wektorem zaburzen losowych

stosujac ten zapis mozna model liniowy zapisa¢ za pomocg nastepujacego rownania macierzowego

y=Xp+e
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Przy takim zapisie wektor kolumnowy y zawiera wszystkie obserwacje dla zmiennej zaleznej, za$
kolejne kolumny macierzy X zawiarajg obserwacje dla kolejnych zmiennych objasniajacych modelu

1.8 MNK dla wielu zmiennych objasniajacych

Wektor nieznanych parametréw oznaczymy jako 3 = [f1, B2, - - ., Bi]” za$ uzyskany dla tych parame-
tréw wektor oszacowar (estymator) oznaczymy jako b = [by, b, .. ., bx]T. W tym przypadku warto$é
dopasowana (teoretyczna) y; jest rowna

Ui = x13b1 + 202 + . . . + b = x50

wektor wartoSci dopasowanych mozna zapisac jako

§=Xb

Podobnie reszta jest rowna:

e = Yi — 1;b1 — x2iby — ... — by =y —xp =y; —9; dlai=1,2,...,N

zatem wektor reszt mozna zapisac jako

e=y—Xb=y—79

Model jest dobrze dopasowany do danych, jesli wartoSci dopasowane zmiennej zaleznej sg bliskie
zaobserwowanym warto$ciom zmiennej zaleznej.

Estymator MNK znajdujemy minimalizujac sume kwadratow reszt

N N
SKR(b) =D (i —9)° =D _ ¢
i=1 i=1
zatem
N N
min SKR(b) = min Z(yl —9)*=min) ¢’
i=1 i=1

SKR. Y | €2 mozna zapisaé przy uzyciu iloczynu skalarnego e’ e:
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€1

€2
ele =le1,e,...,en]o0

I
.MZ
Do

-
Il
—

EN

SKR(b) = eTe

D (y — xb)T(y — Xb)
= (" — (XB)T)(y — Xb)

SKR(b) = yTy — 20" X0+ b" XT XD

OSKR(b)  9(yTy — 2yT Xb+ b XT Xb)

0b 0b

Achtung! 1: Przydatne wzory

oxT Az

_ T
= (4+ AT

ISKR(b) _ dy'y 28yT Xb N T XTXb

b b db b
= 20" X)" +2xT X0

SKR(b) =0
— 2XTy4+2XTXb=0 |:2
— XTXxb=XxTy
— b= (XTX)txTy

2025-03-26

26



Notatki z Ekonometrii 2025-02-26 - 2025-06-04

Wariancja odchylen losowych szacuje sie na podstawie wzoru

(Y= ¥)? ,
sz = ﬁ, gdzie k to liczba zmiennych objasniajacych

Macierz wariancji i kowariancji ocen parametréw strukturalnych szacuje sie na podstawie wzoru

W macierzy tej elementy na gtéwnej przekatnej sg wariancjami
V(b;)(i =0,1,2,..., k) oraz parametrow strukturalnych. Wielkosci
Sb;) =+/V(b), i=0,1,2,...,n

sg standardowymi btedami szacunku parametréw strukturalnych.

1.9 Typy modeli
1.9.1 Model liniowy

Np.Y = ag + a1 X1 + asXo

1.9.2 Model potegowy

Np.Y = aXP Y = ag X X1
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Y | Y

%
e

Y100 X%

1
yr 100 X ’

Rysunek 5: wykresy

1.9.3 Model logarytmiczny

Np.Y = a+ flog X

9] 51

A

Yf Cpo+ 100 /%%X

( Y=o+ 700 /{W(

Rysunek 6: wykresy
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1.9.4 Model wyktadniczy

Np.Y = o - g%

9] 51

oA

Y% Cp+ 100 /%5)(

/

( Y=to 700 fo9 X

Rysunek 7: wykresy

1.9.5 Model hiperboliczny

Np.Y:a—i—%
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N

Rysunek 8: wykres

1.9.6 Model wielomianowy

Np.Y = a9+ 51X + B X2

J

Rysunek 9: wykres
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1.9.7 Model trygonometryczny

Niech zmienna Y; przyjmuje w kolejnych chwilach czasu t wartosci.

Y Y1 Y2 . Yn_1 YN

Modelem trygonometrycznym o okresie w rzedu p; zmiennej Y; nazywamy funkcje

N 2 A 2
Yi=a&+ & cos(—wt) +51 sin(—ﬂt)

w

Ctl Stl

2 ~
+ &y cos(2 - —Wt) + Posin(2 - —t)+
w w

27 A
+ dy, cos(p - Ut) + Bpsin(p - —t)

cos(k - 27 . 1) sin(k - 22 - 1)
2

cos(k - 2Z . 2) sin(k - <7
Ck, = . Sk =

cos(k - - w) ) sin(k - <L - w) .
L d wX L - wX

Przypadek w parzystej
d:y Y:[ylquP"uyw]T

w w

N 2 2
= — > (CuiYs) Br= » > (SkY:) dlak <

i=1 i=1
w

1 o
ap = » > (CriYi) Br =0 dlak =

N E | E

d:y Y:[ylquP"ayw]T

ad A« 2 ¥ w—1
S (LY = 23S kel
iZI(Ckz ) Br " i:1(5k ) dla 5

S
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w—1

Przyktad 1.7

Stosujac odpowiednig zamiane zmiennych zamieh modele

. %zz‘;m 20k

a. Y=a+flogX
b. Y = aX”

c. Y =p8%

d. Yza—i-%

na modele liniowe

a. X*=logX, Y=a+pX"

b. Obustronnie logarytmujemy.
logY =loga+ flog X.
Y*=logYV,a* =loga, X* =logX
Y* = o +,8X*

c. Obustronnie logarytmujemy.

logY = X log 8
Y*=logY, " =logp
Y*=p6*X

d X*=+, Y=oa+pX"

1.10 Przyktady
1.10.1 Model konsumpgji

Przez Y; oznaczamy catkowity popyt konsumpcyjny w miesigcu ¢, a przez X; dochody gospodarstw
domowych w tym okresie. Przyjmujemy, ze

Y, =ap+ a1 Xy + &
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gdzie

« o - wydatki state
+ oy - czes¢ dochoddw przeznaczona na konsumpcje
+ & - sktadnik losowy

1.10.2 Model oszczednosci

Przez Y; oznaczamy stan oszczednosci na koniec miesigcu ¢, a przez X; dochody gospodarstw domo-
wych w tym miesigcu. Przyjmujemy, ze

Y=Y 1—Bo+ 5 X1 — Y1+

gdzie

+ Bo - wydatki state

+ (1 - czes¢ dochoddw przeznaczona na oszczednosci

+ (32 - cze$¢ oszczednosci przeznaczona na konsumpcje
+ &, - sktadnik losowy

1.10.3 Model konsumpcji z uwzglednieniem oszczednosci

Przez Y ; oznaczamy catkowity popyt konsumpcyjny w miesigcu ¢, przez Y5 ; oznaczamy stan oszczed-
nosci, a przez X; dochody gospodarstw domowych w tym okresie.

Przyjmiemy, ze

Yig=oa0+o1 Xy + Yo 1 +e1y
Yor =Y 1—Bo+ B1Xy — BaYo 1 +e2y

gdzie
* Bo=ao
s frtar=1
* B2=an

1.10.4 Model popytu dla dobr konsumpcyjnych

PrzezY; oznaczamy popyt dla wybranego dobra konsumpcyjnego przez X ; jego cene, a przez Xo ;
dochody nabywcy
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Przyjmujemy, ze
Yi=c X§,X5,e" ¢>0,a<0,8>0

1.10.5 Model stochastyczny kursu walutowego

Niech Y; oznacza kurs 1 USD w EUR w dniu ¢. Przyjujemy
Y =Y e

1.10.6 Model wydajnosci pracy

Niech Y; oznacza wydajnos¢ pracy w PLN na pracownika,
a X; techniczne uzbrojenie miejsce pracy tez w PLN na 1 pracownika.
Przyjmujemy, ze

Y; = fyXf‘e‘SHet, v, >0

gdzie

« 0 - wspotczynnik mierzacy skale postepu technicznego organizacyjnego

1.11 Klasyfikacja modeli ekonometrycznych

1.11.1 Klasyfikacja ze wzgledu na dynamike

a) Modele statyczne (jednookresowe) charakteryzujace sie brakiem zaleznosci od czasu (tzn. wsrdd

zmiennych objasniajacych nie ma opdznionych zmiennych objasnianych). Np. ...

b) Modele dynamiczne - zalezne od czasu lub od opdznionych zmiennych objasnianych. Np. ...

1.11.2 Klasyfikacja ze wzgledu na postac analityczna modelu

a) Modele liniowe. Np. ...
b) Modele nieliniowe. Np. ...
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1.11.3 Klasyfikacja ze wzgledu na wymiar zmiennej objasnianej

a) Modele jednoréwnaniowe. Np. ...
b) Modele wieloréwnaniowe. Np. ...

2025-04-02

1.12 Modele wielorownaniowe

Wieloréwnaniowe modele ekonometryczne opisujg ksztattowanie sie wielu zjawisk ekonomicznych,
przy czym kazde réwnanie modelu wieloréwnaniowego wyjasnia zachowanie sie jednego zjawiska.

Zmienne endogeniczne Zjawiska ekonomiczne wyjasniane przez model wielordwnaniowy nazywaja
sie zmiennymi endogenicznymi.

Zmienne egzogeniczne Zjawiska ekonomiczne, ktore niosg wyjasniane przez model i stuza do wyja-
$nienia zmiennych endogenicznych nazywaja sie zmiennymi egzogenicznymi.

Zmienne tacznie wspotzalezne Zmienne endogeniczne bez opdznief czasowych nazywajga sie tacz-
nie wspotzaleznymi, bedziemy oznaczac Y1, Ys, ..., Y,,.

Zmienne z gory ustalone Zmienne endogeniczne z opdZnieniami czasowymi oraz zmienne egzoge-
niczne (bez opdznien i z opdznieniami) nazywajg sie zmiennymi z gory ustalonymi. Bedziemy je
oznacza Z1,Zs, ..., Zy.

Ogdlny zapis modelu wielorownaniowego jest nastepujacy:
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m k
Y1 = ZﬂuYi + Z’hjzj +e1

A
m k

Yo = Zﬁzz‘Yi + Z'YQij + &2
i=1 =1
i#2
m k

V3= BaYi+ > v3;Zj +e3
i=1 =1
i£3

m k
Yino1= Z Bm—1 i}/i+27m—1ij +Em—-1
idme1 =1

m k
Y, = Z Bmzy; + Z’ijZj +ém
g

1.12.1 Postac strukturalna modelu

Postac strukturalna Macierzowe przedstawienie modelu wieloréwnaniowego (*) nosi nazwe postaci
strukturalne;j.

Aby otrzymac te postac nalezy przenie$¢ wszystkie wyrazy modelu na lewg strone, a po prawej stronie
zostawic jedynie odchylenie losowe.

Postac strukturalna modelu wieloréwnaniowego jest nastepujaca:

B-Y+TI' - Z=c¢

gdzie
Y1
Yo foe
Y= - wektor zmiennych endogenicznych bez op6znien czasowych
—Ym— mx1
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1 —B12 - —Bim
—Pa 1 o —Pam . , . .
+ B = ) - macierz parametrow przy zmiennych endogenicz-
_5m1 _BmZ o 1
- 2’ 7 . 2’ - mxm
nych bez op6znien czasowych
VA
Z3 : ,
cZ= | - wektor zmiennych z gory ustalonych
_—Zk- kx1 _
Y11 M2 o Mk
—Y21  —722 o T2k . . . ,
o I'= . - macierz parametréw przy zmiennych z gory ustalonych
—TYml —Ym2 - T Tmk
Lo 4 mxk
€1
€9 ,
ce=| - wektor odchylen losowych
_z’;‘m_ mXx1
Jesli nieopbznione w czasie zmienne endogeniczne Y7, Ys, . .., Yy, wyrazimy jedynie poprzez zmienne

z gbry ustalone catego modelu Z1, Zo, ..

., Zy, to otrzymamy postac zredukowang modelu:

k
Y=Y miZj+m

=1
k

Y = Zﬂ'Qij + 12

Jj=1

k
Yo = Zﬂ'ijj + Nm
Jj=1

1.12.2 Postac zredukowana

Zapis macierzy postaci zredukowanej jest nastepujacy:
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Y =1IT-Z+n
gdzie
T T2 v Tk
T M1 M2ttt M2k . . . . .
1IN =] . ] - macierz parametrow postaci zredukowanej przy zmien-
Tml Tm2 - Tmk
L dmxk
nych z gory ustalonych
m
2 , . .
en=| - wektor odchylen losowych postaci zredukowanej
_77m_ mXx1

Miedzy parametrami postaci zredukowanej i postaci strukturalnej nastepuja nastepujace zaleznosci:

nm"=-p*.T n=B¢

Przyktad 1.8

Rozwazmy nastepujacy model:

Iy = BisP + yinle-1 + 711t e

Zy = Bo3 Py + 722 Kt + 72 + &2

Py = Bs32Z; +v31li-1 + 73 + €3
gdzie

+ I - naktady inwestycyjne

+ Z - zatrudnienie

« P -produkcja

« K - wartosci produkcyjnego majatku trwatego

« Przez X; oznaczymy zmienne przyjmujgce wartosci rowne jednosci znajdujace sie przy
parametrach 1, v2,v3 (czyli de facto musimy mie¢ +; X; w miejscu 71, ale poniewaz
X = const = 1, to piszemy jedynie v, ale nadal pamietamy o tej zmiennej)

Zadanie:
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a) Dokonac klasyfikacji zmiennych na endogeniczne, egzogeniczne, tacznie wspotzalezne, z
gory ustalone

b) Napisac postac strukturalng modelu

c) Napisaé postac zredukowana modelu

d) Wyrazi¢ parametry i sktadniki losowe postaci zredukowanej jako funkcje tych wielkosci z
postaci strukturalnej

Rozwigzanie

a) Zmienne endogeniczneto Iy, Zy, P;.
Zmienne egzogeniczne to Ky, X;.
Zmienne tacznie wspbtzalezne: Iy, Z;, P,.
Zmienne z gory ustalone:

« endogeniczne z op6znieniami czasowymi: I;_.
« egzogeniczne bez opdznien czasowych: Ky, X;

b)
Ii — BB —yuli-1 —m=«1
Zt — Bz Py — v22 Ky — o = €2
Py — 8327 — y31ly—1 — y3 = €3
c)
BY +1T'Z =¢
1 0 —
It 513 Itfl
P, L P L Xy
I 7y Py

V11 0 —m

€1
| 0 —y2 _
I'= €= |eg
— 0 _
& ~~ \B €3

I Ky Xt
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I = muli—1 + me Ky + mi3Xe +m
Zy = monli—1 + w2 Kt + ma3 Xt + 12
Py = w3111 + w32 Ky + m33Xy + 13

I; m1 m2 ™3| [l m
Zi| = w1 ma2 ma3| | K¢ |t m2
P w31 m32 w33| | Xy 73
d)
nf=-p7t.T
n= B_l - €
[ B13832 B13 _ _
1—-B23B32  1—P230832 1 0 N
T _ 1 B23 . _ _
1 0 1—-B23B32  1—P230832 0 22 V2
B32 1 _ _
_0 1—-B23B32  1—P230832 31 0 3
[ B2sBsoyii—Bisvsi—vi1  —BisBazyes  BasBazvi—PiaBazye—Bizvs—m
B23B32—1 B23f32—1 B23f32—1
—B23731 —Y22 —B23v3—"2
B23B32—1 B23f32—1 B23f32—1
—731 —B32722 —B3272—73
L B23B32—1 B23B32—1 B23B32—1
—B23B32€1 + B13B3262 + Bi3es + €1
n=Ble ! B +
= = 5 4 4 ° &g E]
B3B3z — 1 2353 T2
B32e2 + €3

(c) Dr Makarewicz-Trze$niewska

Lubie dawac takie co$ na egzaminie za 5 punktow

2025-04-09
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1.13 Klasyfikacja modeli wielorownaniowych

Ze wzgledu na powigzania miedzy nieop6znionymi w czasie zmiennymi endogenicznymi modele
wieloréownaniowe klasyfikuje sie na:

« modele proste
« modele rekurencyjne
« modele o rownaniach wspotzaleznych.

Klasyfikacja ta jest istotna z punktu widzenia metody szacowania parametréw. Rozpoznanie klasy
modelu wieloréwnaniowego dokonuje sie poprzez badanie wtasnoSci macierzy B parametréw struk-
turalnych znajdujacych sie przy zmiennych endogenicznych bez op6znien czasowych.

« Jeslimacierz B jest macierza diagonalna lub okaze sie taka po prenumerowaniu rbwnan modelu,
to model nazywamy prostym

« Jesli macierz B jest macierza trojkatna lub okaze sie takg po przenumerowaniu réwnan modelu
albo po zamianie miejsca zmiennych w réwnaniach, to model nazywamy rekurencyjnym.

« Jesli w wyniku przenumerowania réwnan lub zamiany miejsca zmiennych w réwnaniach nie
otrzymamy z macierzy B ani macierzy diagonalnej, ani macierzy tréjkatnej, to model jest mode-
lem o réwnaniach wspétzaleznych

Przyktad 1.9

W przedsiebiorstwie znajduja sie 3 zaktady.

Produkty wytwarzane w poszczegdlnych zaktadach nie sg wykorzystywane w pozostatych za-
ktadach. Oznacza to, ze produkcja danego zaktadu jest niezalezna od produkcji pozostatych
zaktadow.

Zbudowano model opisujacy zaleznos¢ produkcji poszczegdlnych zaktadéw Py, P, P; od za-
trudnienia w tych zaktadach Z;, Z,, Z3 oraz od wartosSci produkcyjnego majatku trwatego
K, Ky, K3

Py =a11Z) + oKy + a1 + 61

Py = a1Z5 + Ko + az + e

Py =a3173+ azge K3 + a3z +e3
Przerzucamy wszystko poza ¢ przed znak rownosci

Py —anZy —apk) —a; =&

Py — 9129 — aipa Ko — ap = €9

Py — a31Z3 — azpK3 — a3 = €3
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Dokonac klasyfikacje tego modelu

100
B=10 1 0
0 01

Poniewaz macierz parametrow jest diagonalna to model jest prosty

Przyktad 1.10

Przedsiebiorstwo jest przedsiebiorstwem trzyzaktadowym. Produkcja pierwszego zaktadu nie

zalezy od produkcji dwoch pozostatych, natomiast jest przekazywana do zaktadu drugiego. Z
kolei produkcja drugiego zaktadu jest przekazywana do trzeciego zaktadu.
Zbudowac nastepujacy model:

Pi=vu1Z1+v2Ki+m + e
Py = 21 P1 + 72322 + 724 K2 + 72 + €2
Ps = B32P + 73523 + 736 K3 + 73 + €3
gdzie

« P, Py, P3s-produkcja
o Zl, ZQ, Z3 - zatrudnienie
« K1, Ko, K3 - majatek trwaty

Okresl typ tego modelu.
Przeksztatcamy rownania:

Py —y11Z1 —yi2K1 — 1 = €1
Py — 321 Py — 72372 — y24 Ko — 7y = e2—
P3 — B39 P — 3523 — v36 K3 — 73 = €3

1 0 0
B=|-8y 1 0
0 B3 1

Macierz jest dolnie trojkatna, zatem to jest model rekurencyjny.
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Przyktad 1.11

Przedsiebiorstwo jest przedsiebiorstwem trzyzaktadowym.

« Produkcja pierwszego zaktadu jest przekazywana do zaktad6éw drugiego i trzeciego.
« Produkcja drugiego zaktadu jest przekazywana czesciowo do pierwszego zaktadu.
+ Produkcja trzeciego zaktadu jest przekazywana do drugiego zaktadu

Na tej podstawie

P = pi12P +v11Z1 + 12 K1+ + @1
Py = 321 Py + B23P3 + 72322 + y24 K2 + 72 + €2
P3 = 331 P1 4+ 3523 + v36 K3 4 3 + €3

Zbadaj typ modelu
Przeksztatcamy rownania:

Py — B1oP — v11Z1 — yi2K1 — 1 = &1
Py — 891 Py — B23P3 — Y2342 — v24 K2 — v2 = &2
P; — 331 P1 — 3523 — 136 K3 — v3 = €3

I B2 O
B=|-f5 1 —[as
—B31 0 1

Zatem jest to model o rbwnaniach wspétzaleznych

W wieloréwnaniowych modelach prostych i rekurencyjnych nie wystepuja sprzezenia zwrotne miedzy
nieopdznionymi w czasie zmiennymi endogenicznymi.

Dlatego kazde rownanie tych modeli mozna rozpatrywac osobno i traktowa¢ jako model jednoréwna-
niowy. Parametry kazdego rownania moga by¢ szacowane odrebnie za pomoca klasycznej metody
najmniejszych kwadratow.

1.14 Identyfikowalnos¢ modeli o rownaniach wspétzaleznych

Jesli rownanie jest identyfikowalne, to mozna oszacowac jego parametry. Jesli rbwnanie nie jest
identyfikowalne to nie mozna oszacowac jego parametréw. Caty model o rownaniach wspétzaleznych
jest identyfikowalny jesli wszystkie jego rownania sa identyfikowalne.

43



Notatki z Ekonometrii 2025-02-26 - 2025-06-04

Twierdzenie 1.1

i-te rownanie wchodzace w sktad modelu o m réwnaniach wspoétzaleznych jest identyfikowalne
wtw, gdy macierz A; jestrzedum — 1.
gdzie

« A; - macierz parametréw znajdujacych sie przy zmiennych ktére sa w modelu a nie
wystepujg w i-tym réwnaniu.
« m - liczba réwnan

Niech k; oznacza liczbe zmiennych, ktére znajduja sie w modelu a nie wystepuja w réwnaniu,
ktorego identyfikowalnosé jest badana.

« Jesli k; = m — 1, to rdwnanie jest jednoznacznie identyfikowalne.
« Jesli k; > m — 1, to rbwnanie jest niejednoznacznie identyfikowalne.
« Jesli k; < m — 1, to rébwnanie nie jest identyfikowalne.

Przyktad 1.12

Dany jest model

Y1 =0eYo+ f1sYs + mXi+m +éa

Yo = PanY1 + 22X+ 72 + &2

Y3 = B32Y2 + 31 X1 + 33 X3 + 3 + €3
gdzie

« Y] - wielko$¢ produkgji

Y5 - warto$¢ produkcyjnego majatku trwatego
+ Y3 - zatrudnienie

X1 - dostawy surowcoéw
+ X5 - naktady inwestycyjne
+ X3 - zatrudnienie z rocznym opéznieniem

Dokona¢ identyfikowalnosci modelu
Y1 = preYe — fis¥s —yuXi —mn=&

Yy — B821Y1 — 722X — 12 = €2
Y3 — B32Ys — v31. X1 — 133 X3 — 13 = €3
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1 B2 —Pi3
B= |-y 1 0
0 —B3 1
Roéwnanie |
5% DX
—~ =
A1: 22 0 rzA1:2:m—1 k1:2
0  —vs3

Poniewaz k; = rz Ay = 2, to rownanie | jest jednoznacznie identyfikowalne

Réwnanie Il
YS Xl X3
L. =2 —/\O
A, = | B3 —m rzAy =2 =m—1

1 =731 —s3

Poniewaz ko = 3 > 1z Ay = 2 zatem réwnanie Il jest niejednoznacznie identyfikowalne

Réwnanie Il
v X
P SN
A3: 1 0 I‘ZA3:2:’I7’L—1 k‘3:2
—B21 —722

Poniewaz k3 = rz A3 = m — 1, zatem rdwnanie lll jest jednoznacznie identyfikowalne
Wszystkie trzy rownania sa identyfikowalne, zatem istnieje mozliwo$¢ oszacowania jego para-
metrow.

1.15 Posrednia metoda najmniejszych kwadratow

Ma ona zastosowanie do szacowania parametrow modeli o rownaniach wspoétzaleznych jednoznacznie
identyfikowalnych. Metoda ta moze byc takze stosowana do szacowania parametréw pojedynczych
rownan jednoznacznie identyfikowalnych wchodzacych w sktad modelu o réwnaniach wspétzalez-
nych.

1.15.1 Procedura posredniej metody najmniejszych kwadratow.

1. Sprowadza sie model do postaci zredukowanej
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Y =11TZ + 7y

2. Parametry postaci zredukowanej szacuje sie klasyczng metoda najmniejszych kwadratoéw korzy-

stajac ze wzoru

P=(Z"2)"'z"v

gdzie
pir pi2 - Plk
P21 P22 - P2k . . . .
. PT = - oceny macierzy II1” parametréw postaci zredukowanej
Pm1 Pm2 - Pmk
211 R12 Rk
221 R22 Tt R2k . e .
o /= - macierz obserwacji zmiennych z géry ustalonych wystepu-
Zml  2Zm2 " Zmk

jacych w modelu

Yyir Y2 - Yim
Y21 Y22 - Y2 . .. . . ) .

Y = | _ _m - macierz obserwacji zmiennych tacznie wspoétzaleznych
Ynl Yn2 - ynm_

wystepujacych w modelu.

3. Oceny parametréw postaci strukturalnej uzyskuje sie rozwiazujgc uktad réwnan

BPT = T

2025-04-16

1.16 Weryfikacja modeli

Jednga z podstawowych miar jako$ci dopasowania modelu do danych empirycznych jest wspétczynnik

determinacji. Ma on postac
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S (9 — 9)?

R =
S (yi — 7)?

Miarg uzupetniajacg miare R? jest wspotczynnik zbieznosci 2. Ma on postaé

N 2
2 i=16;

P = —
gvzl(yi - Z/)2

R2+(,02:1

Przyktad 1.13

Na podstawie obserwacji zawartych w tabeli oszacowano model liniowy opisujacy zaleznosé
zmiennej Y od zmiennych X; oraz Xo:

A

Y =10,45 +0,75X1 — X,

10 0 0 1045
11 4 2 11,45
12 1 1 10,20
10 0 1 945
8 0 1 945

R*=0,3125  ¢? =0,6875

Whniosek: Model w 31% wyjasnia zmiennos¢ zmiennej Y

1.16.1 Istotnos¢ parametrow strukturalnych. Test na podstawie statystyki

Wspotczynnik determinacji - przy dodatkowym zatozeniu o normalnosci rozktadu wektora sktadnika
losowego - moze by¢ zbadany z punktu widzenia rozktadu uzytecznego do budowy testu dotyczacego
istotnosSci parametrow. W tym przypadku hipoteza zerowa ma postaé
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Hg:alzagz...:am:()

przeciwko hipotezie alternatywnej

H1:|041|+|042|—|—...+|01m|7£0

W razie braku podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej nalezy uznaé, ze wszystkie m parametréw
(zmiennych objasniajacych) nalezatoby z modelu usunaé, wobec czego procedure budowania modelu
nalezy rozpocza¢ od nowa

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka F' = "‘ﬁ‘l : % ma rozktad F-Fishera-Snedecora z

ni = morazns = n —m — 1 stopniami swobody.
gdzie

+ m - liczba zmiennych
+ n - liczba obserwacji

Procedura testowania jest nastepujaca
1. Na podstawie proby obliczamy wartos¢ empiryczng statystyki F.
2. Dla zadanego poziomu istotnosci o znajdujemy wartos¢ krytyczng F*
3. Jezeli F > F™*, to hipoteze Hy odrzucamy.

W przeciwnym razie stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej

Przyktad 1.14

W celu zbadania zmiennosci koniunktury gietdowej oszacowano model na podstawie na dwu-
dziestu danych miesiecznych i model wyglada nastepujaco

Y = —0,02X; — 0,015X5 — 0,0013X3 + 0,014X4 + 0,01
gdzie

« X, - przyrost stopy WIBOR

+ X5 - miesieczna stopa inflacji

« X3 -taczna warto$¢ nowych emisji oferowanych publicznie
« X, - saldo obrotéow handlu zagranicznego

+ Y - stopa zwrotu obliczona z indeksu gietdowego WIG

Zatézmy, ze w modelu tym R? = 0,85 oraz a = 0,05
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Zbadaj istotnos¢ parametréw w tym modelu, przyjmujac ze F* = 3,06

HO:a1=a2=a3=a4=0

Hiy :|oa| + |ag| + |ag| + |aa] # 0

F=2125> F*

Hipoteze zerowa w tym przypadku odrzucamy na korzysc¢ hipotezy alternatywnej

1.16.2 Test na podstawie statystyki ¢

Test istotnosci na podstawie rozktadu t-Studenta dzieki ktéremu mozliwe jest testowanie istotnosci
poszczegblnych parametréw (a nie tylko ich wektora)

WmodeluY = a3 + a1 X1 + aoXs + ... + ap X, + € mozliwe jest dla kazdegoi = 1,2,...,m
testowanie hipotezy

Hy:0;,=0 przeciwko Hi:a;#0

Przy prawdziwosci hipotezy Hy (i dodatkowym zatozeniu o normalnosci wektora sktadnikdéw losowych)

statystyka

ma rozktad t-Studenta o n — m — 1 stopniach swobody

Procedura testowania jest nastepujaca:
1) Na podstawie préby obliczamy warto$¢ empiryczng t; statystyki t-Studenta
2) Dlazadanego poziomu istotnosci o odnajdujemy wartosci krytyczne ¢*
3) Jezeli|t;| > t*, to hipoteze Hy odrzucamy.

W przeciwnym razie stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej

Przypus¢my, ze na podstawie 20-miesiecznych oszacowano model (w nawiasach podano btedy

standardowe obliczen)
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Y = —-0,02- X7 —0,015- X9 —0,0013 - X35+ 0,014 - X4 + 0,01
(0,007) (0,011) (0,0001) (0,012)

na poziomie istotnosci o = 0,05 zweryfikowac istotnos$¢ parametréw strukturalnych przyjmu-
jemy, zet* = 2,131

Hy:a;=0 0,02
0= 1= =286 |t >t*
Hl:al;éo 07007
Hy:a0=0 0.01
02 th= — = 136 |to] < t*
Hi:ay#0 0,011
Hy:a3=0 0,0013
t3 = — d =—-13 |t3’ > ¢
Hi:a3#0 0,0001
Ho:04=0 0,014
0 * ty = Z = 1,17 |t4| < t*
Hi:a4#0 0,012

Dla parametru as i ay brakuje podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej. Oznacza to, ze jedynie
zmienne X i X3 majg istotny wptyw na zmienno$¢ zmiennej Y’

1.16.3 Test na podstawie statystyki ¢ dla kombinacji liniowej parametrow

Pewnym uogdlnieniem testu istotnosci parametréw moze by¢ test dotyczacy kombinacji liniowej
wektora parametrow

W zastosowaniach test ten stosuje sie do stwierdzenia czy parametry modelu pozostajg w pewnej
okreslonej relacji liniowej. Hipoteza zerowa ma w tym przypadku postac

Hy:wla=wy  przeciwko  H;:wla # wy

W zapisie tym w jest pewnym wektorem dobranym zgodnie postulowang zaleznoscig liniowa miedzy
parametrami miedzy parametrami wy jest zas okreslona liczba.

Przy prawdziwosci hipotezy zerowej Hy nastepujaca statystyka ma rozktad t-Studentaon —m — 1
stopniach swobody

wl' - a —wp

te =
\/wT c82(XTX) 1w
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gdzie

« 52 - btagd modelu
« a - wektor parametréw oszacowanych w modelu

Przyktad 1.16

Zatézmy, ze oszacowano funkcje charakterystyczng akcji obrazujgcg zmiennosS¢ stopy zwrotu
akcji BPH w zaleznosci od stop zwrotu z indeksu WIG20 i na podstawie 30 danych miesiecznych
stdp zwrotu otrzymano

A

V' =0,1+08X

Zweryfikowac hipoteze, ze wspdtczynnik kierunkowy jest o 1 wiekszy od wyrazu wolnego jesli
oszacowana macierz ma postac

0,04 0,04
SHXTx)™t =
0,04 0,09
Qo
Hy [1 —1] =-1
a1
ag
Hy [1 —1] : # -1
a1
i 0,1
wa—w0=[1 —1] - +1=0,3
0,8
0,04 0,04 1
wls?(XtX)tw = [1 _1] . . = 0,05
0,04 0,09 =
wla — wy 0,3

t =1,34 < t*

c \/wT(XTX)_lw - /0,05

Whnioskujemy, ze mamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej

2025-04-30
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1.17 Badanie autokorelacji sktadnika losowego

Przy zatozeniach standardowego modelu liniowego estymator otrzymany metoda najmniejszych
kwadratéw ma najmniejszg macierz wariacji/kowariancji (w sensie twierdzenia Gaussa-Markowa)

W przypadku, gdy odstapimy od zatozenia

cov(e) = oI

Poza przekatng moga sie pojawié wyrazy rézne od zera. Jesli taka sytuacja ma miejsce, to méwimy ze
mamy do czynienia z autokorelacjg sktadnika losowego

Rozpatrzmy uogdlnienie autokorelacji rzedu pierwszego

g1 =0+ (t=1,2,...,n—1)

gdzie zmienne losowe 7, s niezalezne i maja jednakowy rozktad.

1.17.1 Procedura testowania hipotezy o dodatniej autokorelacji

Zatézmy, ze testujemy hipoteze Hy : o = 0 przeciwko Hy : 90 > 0

Statystyka testowa jest statystyka Durbina-Watsona o postaci

O (e — er)?
- n 2
t=1€t

DW

1. Wyznaczamy dla otrzymanych obserwacji wartos¢ statystyki DW

2. Nastepnie dla wybranego z gory poziomu istotnosci odczytujemy lub obliczamy wartosci kry-
tyczne dy, oraz dyy

3. Hipoteze zerowa o braku autokorelacji odrzucimy, gdy warto§¢ DW obliczona na podstawie
obserwacji bedzie mniejsza od dy,

W przypadku, gdy DW > di; stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej

W przypadku, gdy d;, < DW < di7 nie podejmujemy zadnej decyzji
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Przyktad 1.17

Zatézmy, ze w wyniku zastosowania metody najmniejszych kwadratow (20 obserwacji) zaobser-

wowano reszty podane nizej:

-3.83 -4.2 -1.88 -2.15 -2.01 0.98 2.58 2.6 143 1.05
1.46 1.23 -0.1 -1.09 -0.12 1.2 0.29 1.53 1.09 -0.06

Reszty te obliczono na podstawie modelu z jedna zmienng objasniajaca (n = 1)
Zweryfikowac hipoteze o dodatniej autokorelacji reszt rozpatrywanej w modelu dla o = 0.05

d, =12 dy=141  DW ~0.39

Poniewaz DW < dj,, odrzucamy hipoteze zerowa na korzys¢ hipotezy alternatywnej o dodatniej

autokorelacji.

1.17.2 Procedura testowania hipotezy o ujemnej autokorelacji

W przypadku, gdy hipoteza alternatywna jest postaci

Hy:0=0 Hi:0<0

stosujemy procedure analogiczng jak przy dodatniej autokorelacji. Zamiast statystyki DW stosujemy
statystyke

DW’' =4 - DW

Przyktad 1.18

Zatézmy, ze w wyniku zastosowania metody najmniejszych kwadratow (20 obserwacji) zaobser-
wowano reszty podane nizej:

1.32 -1.11 1.55 -0.29 0.33 0.47 0.17 1.34 -2.57 0.91
-1.31 1.45 -2.85 2.29 -2.25 2.01 -3.15 3.83 -5.53 3.39
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Reszty te obliczono na podstawie modelu z jedng zmienng objasniajaca (n = 1)
Polecenie: zweryfikowaé hipoteze o ujemnej autokorelacji reszt w rozpatrywanym modelu dla

a=0.01
DW’ =~ 0,44 dr, = 0,95 dy =1.1

Poniewaz DW’ < d;,, odrzucamy hipoteze zerowg na korzy$¢ hipotezy alternatywnej o ujemnej
autokorelacji.

2025-05-07

1.18 Heteroscedastycznosé

Kolejnym odstepstwem od zatozen klasycznej metody najmniejszych kwadratéw jest rezygnacja z
postulatu aby wariancje sktadnika losowego byty state w czasie. Przyjmuje sie zatem, ze

cov(e) =V, gdzieV #1

W szczegblnym przypadku, gdy macierz V' jest diagonalna, mamy do czynienia z brakiem autokorelacji,
ale jesli elementy na przekatnej macierzy V sa rézne od siebie, to mamy do czynienia ze zjawiskiem
heteroscedastycznosci (przy braku autokorelacji).

1.18.1 Test Goldfelda-Quandta

W celu wykrycia tego zjawiska stosujemy test Goldfelda-Quandta. Procedura jest nastepujaca:
1) Obserwacje w liczbie n dzielimy na dwie grupy:

« poczatkowa o liczebnosci ng
« koicowa o liczebnosci ns

W taki sposob, zen, +mns =n

Podziat powyzszy ma zwykle charakter arbitralny jednak przestanki do wyboru n; i ny powinny
mie¢ przynajmniej podstawy intuicyjne

2) Nastepnie niezaleznie dla obu zbioréw obserwacji wyznaczamy oszacowania wektoréw parame-
trow klasyczng metoda najmniejszych kwadratow
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3) Nastepnie szacujemy wariancje w obu grupach wedtug wzoréw

1

[ JE N ¥

ni—m-—1

i€A
52_;.2:62
2 = i
ng —m 1Z.€B

gdzie

« m - liczba zmiennych objasniajacych
« A jest zbiorem indekséw odpowiadajacych pierwszej grupie obserwacji
+ B jest zbiorem indekséw odpowiadajacych drugiej grupie obserwacji

4) Hipoteza zerowa ma postac

Hy : 0} = o3

Statystyka testowa jest ilorazem wielkosci S? i S3.

5) Testujac hipoteze zerowa Hy przeciwko hipotezie alternatywnej
Hy U% > U%

wartos$¢ statystyki testowej obliczamy ze wzoru

_ St

Fo=G

Hipoteze zerowa odrzucamy jesli dla zadanego poziomu istotnosci a

F.>F,(ni—m—1,n0—m—1)

Kwantyl rzedu 1 — « rozktadu F’
6) Jesli hipoteza alternatywna ma postac
Hy: J% < U%

To wartos¢ statystyki testowej obliczamy ze wzoru

_ 9

Fo=g

Hipoteze odrzucimy, jesli F, > F,(no —m — 1,n1 —m — 1)
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Przyktad 1.19

W tabeli przedstawimy dane dotyczace zmiennosci kursow akcji przedsiebiorstw przemystowych

w Stanach Zjednoczonych w ostatnich dwunastu latach (zmienna objasniana Y') oraz dane
dotyczace produkcji przemystowej (zmienna objasniajaca X)
Na poziomie istotnosci oo = 0,05 zastosuj procedure testowania Goldfelda-Quandta:
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Produkcja przemystowa X  Kursy akcji Y’

€;

2
€;

96
100
107
86
73
58
68
72
81
94
99
77

77
100
123
91
57
30
43
53
59
83
85
65

14.131
-2.405
-14.093
-16.029
-3.037
-0.277
2.883
-0.653
7.891
4.899
10.979
-4.573

199.685161
5.784025
198.612649
256.928841
9.223369
0.076729
8.311689
0.426409
62.267881
24.000201
120.538441
20.912329
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§ = —64,005 + 1,616

Kwadraty reszt przyjmujg szczegblnie duza wartos¢ dla trzech sposrdd czterech pierwszych

okresow. Dlatego tez zdecydujmy sie przyjaC n; = 4 orazng = 8
Teraz szacujemy parametry modelu liniowego dla pierwszej grupy i dla drugiej:

g1 =—51,549 4+ 15352 {2 = —45,564 + 1,35z

Grupa pierwsza:
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Produkcja przemystowa X  Kursy akcji YV’ €; e?
96 7 18.811 353.853721
100 100 1.951 3.806401
107 123 -10.304 106.172416
86 91 -10.539 111.070521
Grupa druga:
Produkcja przemystowa X  Kursy akcji Y €; e?
73 57 -4.014 16.112196
58 30 2.736  7.485696
68 43 3.236 10.471696
72 53 -1.364  1.860496
81 59 4786 22.905796
94 83 -1.664 2.768896
99 85 3.086  9.523396
7 65 -6.614 43.744996
Stawiamy hipoteze:
H()ZO'%:O'% H1:U%>U%
S?  287,4515
= —= = ——— =15.01403 F,=5.14
¢ S2 19.14553 “
Zatem F, > F,,.
Hipoteze zerowa o braku heteroscedastycznosci nalezy odrzucié na rzecz hipotezy alternatywnej,
ze w poczatkowej grupie obserwacji wariancja jest wieksza niz w koncowej grupie obserwacji

2025-05-21
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Co bedzie na kartkéwce

1) Metoda usuwania zmiennych (4 szt mozliwe) (trzeba opisac)
2) Postac zredukowana, strukturalna oraz klasyfikacja zmiennych (zadanie teoretyczne)

3) Weryfikacja modelu (moze by¢ zadanie rachunkowe do zrobienia lub opis pewnej proce-
dury)

Chodzi o R?, ®2, istotno$¢ parametrdw strukturalnych (na 3 sposoby), badanie autokore-
lacji sktadnika losowego (2 procedury), heteroscedastycznosci

4) Posrednia metoda najmniejszych kwadratow (forma opisowa)

Czyli: procedura / twierdzenie, np. o identyfikowalnosci rownan
5) Mierniki btedéw prognoz ex post

3 zadania na zaliczeniu i 3 zadania na kolosie

1.19 Normalnos¢ rozktadu sktadnika losowego

W testach przedstawionych wczesniej konieczne jest spetnienie zatozenia o normalnosci rozktadu
sktadnika losowego. Nie jest to zatozenie wystepujace w klasycznym standardowym modelu liniowym.
Zatozenie to jest szczegdlnie wazne w razie stosowania testow opartych na rozktadzie F' ze wzgledu na
stosunkowo niska odpornosc statystyki F' na niespetnienia zatozenia o normalnosci rozktadu sktadnika
losowego.

Wyrdzniamy 2 rodzaje testow:

« dla matej préby n < 30

« dla duzej proby
dla matej proby stosujemy test Hellwiga. Jest to test zgodnosci za pomoca ktérego mozna zweryfikowac
hipoteze o dowolnym rozktadzie. Test ten opiera sie bowiem na wtasnosci:

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad F' to zmienna losowa F'(X) (tu F' - dystrybuanta rozktadu
N(0, 1)) ma rozktad jednostajny. Dla znanej proby z1, 23, . . . , x,, Z rozktadu F’ stwierdzimy, ze wielko-
sci F(x1), F(z2),. .., F(x,) mozemy traktowac jako realizacje zmiennej losowej o rozktadzie jedno-
stajnym na odcinku [0; 1]. Hipoteza testowana ma w tym przypadku postac

Hj : reszty maja rozktad normalny przeciwko H; : reszty maja inny rozktad
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Procedura w tescie Hellwiga jest nastepujaca:

1. Dladanego ciggu reszt ey, e, ..., e, szacujemy odchylenie standardowe wedtug wzoru

3. Po uporzadkowaniu reszt od najmniejszej do najwiekszej obliczamy wartosSci dystrybuanty
rozktadu normalnego dla otrzymanych reszt

4. Odcinek [0; 1] dzielimy na n rownych czesci

e2)o[E2)o o[k

Kazda z powstatych czeSci nazywamy celg. Mamy zatem n cel. Nastepnie obliczamy liczbe cel w

ktérych nie ma zadnej z wartosci dystrybuant z punktu (3). Liczbe te oznaczamy literg K

5. Z tablic testu Hellwiga dla zadanego poziomu istotnosci o odczytujemy wartosci krytyczne
Ky, K

Jezeli K < Ky lub K > K», to hipoteze zerowg nalezy odrzucic

Jezeli K1 < K < Ko, to stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej

Przyktad 1.20

Zatézmy, ze analizujgc pewien model liniowy otrzymaliSmy nastepujace reszty

0.257 0.336 -1.05 -1.983  0.565 -0.227  1.489 1.873 -1.494  0.234
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Zweryfikowac hipoteze o normalnosci rozktadu na poziomie istotnosci o = 0.05

Hy : reszty maja rozktad normalny przeciwko H; : reszty majg inny rozktad

s~ 1.166042

e e e’ rosngco  F'(€’) rosnaco
0.257 0.220 -1.701 0.0445
0.336 0.288 -1.281 0.1001
-1.05 -0.900 -0.900 0.1839
-1.983 -1.701 -0.195 0.4228
0.565 0.485 0.201 0.5795
-0.227 -0.195 0.220 0.5872
1489 1.277 0.288 0.6134
1.873 1.606 0.485 0.6860
-1.494 -1.281 1.277 0.8992
0.234 0.201 1.606 0.9459

[0;0,1) U [0,1;0,2) U [0,2;0,3) U [0,3;0,4) U [0,4;0,5)U
[0,5;0,6) U [0,6;0,7) U [0,7;0,8) U [0,8;0,9) U[0,9; 1]

K=3

Ztestu Hellwiga K1 =1, Ky =5
Poniewaz 1 < 3 < 5 na poziomie istotnosci o = 0.05 stwierdzamy brak podstaw do odrzucenia
hipotezy zerowej
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2 Prognozowanie na podstawie szeregow czasowych

2.1 Metody naiwne w prognozowaniu

Najprostszymi metodami wykorzystywanymi do wyznaczania prognoz sg metody naiwne. Ze wzgledu
na prostote sa one najczesciej wykorzystywanymi metodami w praktyce. Obliczenie prognozy polega
na skorygowaniu wartosci z poprzedniego okresu o pewng wielkos¢.

2.1.1 Przyktady

Loy =y
Prognoza rowna jest wartosci z okresu poprzedniego. Ma ona zastosowanie gdy wystepuje staty
poziom zjawiska w czasie i wahanie przypadkowe

2.y =y1+C

Prognoza réwna jest wartosci z okresu poprzedniego powiekszone o pewng stata wielko$é
C' ustalong z gbry. Ma zastosowanie, gdy wystepuje liniowa tendencja rozwojowa i wahania
przypadkowe

i Lot—2/Yt=1 | Yt—2 Y2 L t—2/Yt=1
3. ¥ =Y \/yt—Z Yt—3 K g Y-l V »n

Prognoza réwna jest wartosci z okresu poprzedniego powiekszona o Sredni przyrost wzgledny po-

ziomu zjawiska z poprzednich okreséw dla ktorych zgromadzono materiat empiryczny (Srednio-
okresowe tempo zmian poziomu zjawiska). Ma zastosowanie gdy wystepuje nieliniowa tendencja
rozwojowa i wahania przypadkowe.

4. y;fk = Yt—r - (1+C)

Prognoza réwna jest wartosci z tego samego podokresu poprzedniego cyklu sezonowosci po-
wiekszona o pewien ustalony z géry procent (C). Ma zastosowanie gdy wystepuje nieliniowa
tendencja rozwojowa, wahania sezonowe i wahania przypadkowe. Kryterium wyboru sposréd
metod stanowi wielko$¢ btedéw prognoz ex post. Do prognoz wybiera sie schemat i parametry
dla ktérych btedy sg najmniejsze.

2.2 Prognostyczny model Sredniej ruchomej prostej i wazonej

Model ten stosuje sie w przypadku gdy w badanym okresie wystepuje staty poziom wartoSci zmiennej
prognozowanej zaktécany jedynie odchyleniami przypadkowymi. Wykorzystanie modelu Sredniej
ruchomej polega na wyznaczeniu prognozy jako Sredniej arytmetycznej zwyktej badZ wazonej z k
ostatnich wartoSci zmiennej.
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W przypadku gdy bedziemy obliczali Srednie arytmetyczne zwykte bedziemy mieli do czynienia z
modelem Sredniej ruchomej prostej, z ktdrego prognozy wyznacza sie na podstawie nastepujacego

wzoru:
1 t—1
Y = % Z Yi
i=t—k
gdzie
« k - stata wygtadzania, liczba wyrazéw $redniej ruchomej, ktéra okreslana jest przez prognoste

W przypadku modelu Sredniej ruchomej wazonej prognozy wyznacza sie jako Srednie wazone, a wagi
ustala sie tak by byta realizowana zasada postarzania informacji (nowsze tendencje silnej oddziatywaja

na prognozowane zjawisko).

t—1
Yy, = Z YiWi—1+k+1
i=t—k
gdzie
« w - waga wartosci zmiennej prognozowanej w danym momencie lub okresie.

Wagi musza spetniac nastepujace zaleznosci zgodnie z zasada postarzania informacji:

k
O<w <wa <...<wg <1 Zwizl
i=1

Kryterium wyboru statej wygtadzania stanowig btedy prognoz ex post, a w szczegdlnosci wielko$¢ Sred-
niego kwadratowego btedu prognozy ex post (odchylenia standardowego prognoz) lub wspétczynnika
zmiennosci prognoz oraz Sredniego wzglednego btedu prognoz ex post. Do modelu wybiera sie tg stata
dla ktérej btedy sg najmniejsze.

2.3 Mierniki btedow prognoz ex post

Bezwzgledny btad prognozy ex post:
G =Yt — Y

Wzgledny btad prognozy ex post:
Yt —yi
Yt

!/
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Sredni kwadratowy btad prognozy ex post oraz odchylenie standardowe prognoz oblicza sie wedtug
ponizszych wzoréw:

1 n
2 o *\2 _ 2
sp=——7 > Wm—u)"  sp=\/sh

W przypadku poréwnywania s p obliczonego dla réznej liczby okreséw (rézne k) nalezy go odnie$¢ do
Sredniego poziomu zjawiska w przedziale empirycznej weryfikacji prognoz obliczajgc wspotczynnik
zmiennosci prognoz:

Vp = 2. 100%
Yy
Sredni wzgledny btad prognozy ex post oblicza sie nastepujaco:

t=kt1

Do modelu wybiera sie tg statg, dla ktorej btedy sg najmniejsze.

2025-05-28

2.4 Analiza szeregéw czasowych dynamicznych

Wszystko co sie dzieje w spoteczenstwie i w gospodarce odbywa sie w czasie. Wyrazem tego jest zmien-
nos¢ zjawisk spoteczno-gospodarczych. Zjawiska zmieniajg sie w czasie, roznych jego jednostkach,
przyjmuja najczesciej rézny poziom. Cigg obserwacji badanego zjawiska w kolejnych jednostkach
czasu w wyrdéznionym przedziale czasowym nosi nazwe szeregu czasowego (jest to szereg dynamiczny
i chronologiczny)

Szeregi dynamiczne dzieli sie na

+ szeregi czasowe momentow,
« szeregi czasowe okresow.

W szeregach czasowych momentow absolutne wielkosci wyrazajace poziom danego zjawiska obrazuja
stany w danym momencie, np. szereg czasowy przedstawiajace liczbe ludnosci w Polsce pierwszego
stycznia kazdego roku.
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W szeregach czasowych okreséw poszczeg6lne wielkosci absolutne wyrazajg poziom danego zjawiska
w pewnych okresach np. miesiecznych, kwartalnych, rocznych. Szeregiem czasowym okreséw jest np.
szereg przedstawiajgcy miesieczne zuzycie energii elektrycznej w Lublinie w danym roku.

Oznaczajac ogdlnie kolejne jednostki czasu t numerami 1,2, ..., n, gdzie n oznacza taczna liczbe
okresdw lub momentéw, zaobserwowane za$ wartosci zjawiska przedstawiajac jako y;, szereg czasowy
mozemy zapisaé nastepujaco

t Y
1
2y
n  Yn

Jednym z wazniejszych zadan analizy szeregdw czasowych jest okreslenie prawidtowosci zmian po-
ziomu zjawiska badanego w czasie. Poznanie podstawowych prawidtowosci rozwoju zjawisk ekono-
micznych odbywa sie poprzez wyodrebnienie tendencji rozwojowej. Zazwyczaj tendencja jest rezulta-
tem dziatan zespotu przyczyn wptywajacych w sposéb ciggty na zjawisko badane w dtugim okresie. W
celu wykrycia ogélnej tendencji zmian zjawiska ekonomicznego w skonczonym przedziale czasu nalezy
wyréwnac szereg czasowy. Koniecznosc taka jest spowodowana tym, ze oprocz czynnikdw gtéwnych
oddziatujacych na ksztattowanie sie wartoSci szeregu czasowego, wptywa na nie takze duza liczba
czynnikow przypadkowych. Czynniki gtdwne wyznaczaja konkretna postac sktadnika systematycz-
nego (inaczej trendu), z kolei czynniki przypadkowe powodujg odchylenia zaobserwowanych wartosci
szeregu czasowego od wielkoSci wyznaczonych przez trend

2.4.1 Funkcje trendu

Funkcje trendu sa matematycznymi funkcjami zmiennej czasowej. Szereg czasowy sktada sie wtedy z
dwdch elementdw, to jest funkcji trendu f(¢) oraz odchylen losowych:

y=1rf(t)+e
gdzie

+ y-zjawisko badane w czasie,
« f - okreslona postac analityczna funkcji zmiennej czasowe;j t.
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+ ¢ -odchylenie losowe.

Po oszacowaniu otrzymuje sie rownanie trendu § = f(t), gdzie § - wartosci trendu zmiennej y

2.4.2 Najczesciej spotykane postaci analityczne funkcji trendu

1. Trend liniowy

J=ao+ at

W trendzie liniowym parametr ag jest interpretowany jako wyréwnany poziom zjawiska y w

okresie zerowym, z kolei a; oznacza przecietny przyrost zjawiska y w przedziale czasu od 1 don

Parametry trendu liniowego szacuje sie za pomoca klasycznej metody najmniejszych kwadratow.

> B )
i (=17

Jedlit=1,2,...,n,to

2. Trend nieliniowy

a) Trend wyktadniczy

b) Trend logarytmiczny

c) Trend potegowy

d) Trend logistyczny

e) Trend hiperboliczny

a

ag =79y — ait

1250 (D

n(n?—1)

§=ap-t"
. ag
y_l—i-aw t
. ai
= Q —i——
Yy 0 ;
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Przyktad 2.1

Sprzedaz pewnego wyrobu w ciggu 10 kolejnych miesiecy jest dana tabelg. Oszacowad i zinter-

pretowac parametry wyktadniczej funkcji trendu.

Miesigc Sprzedaz

[

0.5
1

15
33
62

© o N oo b~ w N
~

120

=
o

250

y = apa} ‘ln()
Iny=Inap+1t-Inay
y*=Iny aj=1Inay a] =la

* * *
y=eY aqg=¢e% a3 =¢cn

§ = 0.260 — (1.984)"

Interpretujac oszacowane parametry mozemy powiedzieé, ze w miesigcu poprzedzajgcym
badania sprzedaz tego wyrobu wyniosta okoto 260 sztuk, a sprzedaz w ciggu 10 badanych
miesiecy przecietnie wzrasta z miesigca na miesigc prawie dwukrotnie

2025-06-04
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2.5 Adaptacyjne metody wyodrebniania tendencji rozwojowej

Klasyczne funkcje trendu ukazuja ogélna tendencje rozwojowa badanego zjawiska w catym przedziale
czasu od 1 do n. Mozna je wiec stosowac wtedy, gdy taka tendencje da sie zaobserwowac. Jednakze
czasami tendencja rozwojowa w miare uptywu czasu podlega zmianie. Do opisu zmiennosci tendenc;ji
rozwojowej zjawiska stuza adaptacyjne modele trendu, jak np. trend petzajacy czy Srednia ruchoma.

Metody adaptacyjne stosujemy gdy nie mozna zaobserwowac wyraznej tendencji w rozwoju zjawiska,
gdy badacz nie moze sie zdecydowac na typ krzywej majacej reprezentowac trend oraz gdy tendencja

w miare uptywu czasu ulega dynamicznym i nieregularnym zmianom.

Punktem wyjscia metody trendu petzajacego jest szereg czasowy y1, v2, . . . , ¥ Zmiennej Y w badanym
przedziale czasowym. Nastepnie wybiera sie z gory liczbe naturalna k& zwana dtugoscia segmentu taka,
ze k < n.

W metodzie trendu petzajacego rozpatruje sie k-elementowe ciagi kolejnych obserwacji czyli podszeregi
czasowe (segmenty)

Y1,Y2,-- - Yk

Y2,Y3, -+ -y Yk+1

Yt Y1y - - o Yt+k—1
Yt—k+1,Yt—k+25-- -3 Yn

Ciggbw tych jestn — k + 1.

Do wyznaczenia trendu petzajacego na podstawie k kolejnych obserwacji za pomoca klasycznej metody
najmniejszych kwadratow szacuje sie parametry liniowych trendéw odcinkowych

gl = ag + ailt t=1,2,....k
§? = a2 + ast t=2,3,....k—1
gl =ab +alt t=1,4+1,...,l+k—1
gt =gkt panh b — kbl —k+2,...,n
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2.5.1 Wzory na oceny parametrow
Wzory na oceny parametrow trendéw odcinkowych przedstawiajg sie nastepujaco:

I+k—1 _ -

ab = Z (y;—kyz)(t—m
_1 —

t=l til (t - tl)2

gdzie

+
T
—

L]
<
~
~~
Il
~

1
t

.l
&
Il

e
+
T

4~
Il
<

e l=1,2,....n—k+1

Dla kazdego rownania trendu odcinkowego oblicza sie teoretyczne wartosci zmiennej Y

g=dy+d, 1=1,2....n—k+1, t=0Lt+1,.. . t+k—1

Kazdej jednostce czasu t odpowiada u wartosci teoretycznych
t, dlat=1,2,...,k—1

u =4k, dat=k,k+1,....n—k+1
n—t—1, dlat=n—-k+2n—k+3,...,n

Nastepnie wyznacza sie cigg n Srednich arytmetycznych teoretycznych wartosci zmiennej Y przypo-
rzadkowanych kolejnym jednostkom czasu

n—k+1
@t:: 2{: @a t= 1a2a"'7n
=1

SR

Taki ciag 7, to szereg czasowy wygtadzony za pomoca trendu petzajacego

2.5.2 Interpretacje

Wygtadzony szereg czasowy mozna interpretowac jako takie wielkosci badanej zmiennej, ktére by-
tyby osiggniete gdyby na to zjawisko nie oddziatywaty czynniki przypadkowe zaktdcajgce zmiennosé
badanego zjawiska w czasie.
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Zaobserwowano przecietne ceny targowiskowe pewnego dobra w kolejnych kwartatach w

latach 2010-2018. Nalezy wyznaczy¢ trend petzajacy prezentowanego zjawiska
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Rok  Kwartatl Kwartat2 Kwartat3 Kwartat4
2010 12 15,6 10 12,3
2011 17,4 20 10,4 14,1
2012 15 22,8 9,4 6,2
2013

2014

2015

2016

2017

2018 26.4 30 17.4 25.6
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Przyjmujemy k = 4 bo sa 4 kwartaty

Przedziat czasu Réwnanie segmentu

1—4 gt = 13,65 — 0,47t

2-5 92 = 11,134+ 0,77t

3—6 93 = —0,87 + 3,51t

4-7 §* = 16,73 — 0,31t

5—8 §° = 28,15 — 1,9t
g = al) + alt

Warto$ci wygtadzone

Rok  Kwartatl Kwartat2 Kwartat3 Kwartat4

2010 13,18 12,69
2011

.

J

(Odpowiedz na pytanie “lle potrwa kartkowka?”)
3 krétkie pytania ewentualnie krotkie zadanie i tyle, mamy miec swoje kartki, trwa 45 minut

Achtung! 4: Kartkowka
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