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Przedmowa

To sa notatki z przedmiotu rachunek prawdopodobienstwa prowadzonego na kierunku IAD w 2024/2025
roku przez dr Tomasza Krajke. Tresci obejmuja 15 wyktadow. Notatki zawierajg nie tylko treSci omo-
wione na wyktadach, ale tez implementacje algorytméw w Octave ktére powstaty podczas zajec
laboratoryjnych.

Notatki mogg zawierac btedy (w tym gramatyczne).

Notatki znajduja sie w domenie publicznej na warunkach licencji CC0 1.0 Universal®

https://creativecommons.org/publicdomain/zero/1.0/deed.pl
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2025-02-25

Warunki zaliczenia labdw:

+ projekt
« aktywnosé

Warunki zaliczenia wyktadu:

+ pierwszy termin pisemny albo ustny
« pozostate ustne

1 Reprezentacja liczb w pamieci komputera. Arytmetyka
zmiennopozycyjna, btedy obliczen

Metody numeryczne (analiza numeryczna) to dziat matematyki stosowanej zajmujacy sie opraco-
wywaniem i badaniem metod przyblizonego rozwigzywania probleméw obliczeniowych.

Najczesciej metody te przyjmuja postac algorytmow ktore pozwalajg rozwigzywac rozwazane problemy
za pomoca komputera.

1.1 Numeryczna reprezentacja liczb

W pamieci komputera liczby nie sg reprezentowane w systemie dziesietnym. Najczesciej stosowang
podstawa rozwiniec liczb 2(arytmetyka dwdjkowa, binarna). W niektérych sytuacjach stosowane sg
rowniez systemy przy podstawie 8 albo 16.

1.1.1 Reprezentacja liczb catkowitych

Liczby catkowite reprezentowane sa w pamieci komputera w sposéb statoprzecinkowy

Twierdzenie 1.1

Dowolna liczbe catkowita I mozna przedstawi¢ w postaci jej rozwiniecia dwojkowego:

n
L:sZei-Zi (1)
=0
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gdzie s € {—1, 1} jest znakiem liczby, ¢; € {0, 1} sa jej cyframi rozwiniecia dwéjkowego oraz
en #0jeslil #0

W ogdlnosci w systemie liczbowym przy podstawie p, dowolng liczbe catkowita I mozna przedstawi¢ w
postaci

gdzie s € {—1, 1} jest znakiem liczby, e; € {0,1,...,p — 1} sa jej cyframi rozwiniecia w systemie przy
podstawie p oraze, # 0jeslil # 0

W ten sposéb mozna reprezentowa liczby catkowite z przedziatu € [—27 + 1,27 — 1]. Jezeli argu-
menty dziatan arytmetycznych na liczbach catkowitych i ich wynik s3 reprezentowalne, to dziatania sg
wykonane doktadnie. Liczby catkowite w pamieci komputera moga byé w sposéb powyzszy na dwa
sposoby: w postaci znak-modut albo w postaci znak-uzupetnienie

1.1.2 Reprezentacja liczb rzeczywistych

Twierdzenie 1.2

Kazdg liczbe rzeczywistg z mozna zapisac w postaci:

xr=5-2°m (3)

gdzie s € {—1,1} jest znakiem liczby, c jest liczba catkowita zwana cecha, am € [%, 1) jest
liczba rzeczywistag zwana mantysa.
Mantysa ma postac

m = Z e_i-27" (4)
i=1

gdziee_y =lae_; € {0,1}dlai > 1. Jesliz # 0, to takie przedstawienie jest jednoznaczne

W praktyce nie da sie reprezentowa mantysy z nieskoniczong doktadnoscia. Przeznaczajac t bitdw na
reprezentacje mantysy otrzymujemy jej t-bitowa reprezentacje(oznaczang my)

t

my = Z e_;- 270 4 €_(t+1) 27t (5)
=1
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Nastepuje tu zatem zaokraglenie wartosci liczbowej mantysy do ¢ bitow. Pojawia sie tu zatem btad
reprezentacji ktéry mozna oszacowac w sposéb bezwzgledny.

1 __
|m—mt\§§-2t (6)

Reprezentacjg liczby rzeczywistej x w pamieci komputera bedziemy oznaczac przez rd(zx) i definiujemy
wzorem

rd(z) = s-2°-my (7)

Czyli do reprezentacji liczby rzeczywistej potrzebujemy 3 liczb(s, ¢, my).

Btad wzgledny takiej reprezentacji mozna oszacowac nastepujgco:

rd(z) — x

_|s-2¢me—s-2-m| |my — m| - 327

s-2¢-m m

Albo inaczej

rd(z) =z(1 +¢), |e]<27! 9)

2025-03-04

1.1.3 Reprezentacja liczb rzeczywistych cd.

Twierdzenie 1.3

W arytmetyce zmiennopozycyjnej mozna zatem reprezentowac liczby rzeczywiste z # 0z
przedziatu

1
3 20min < || < 2%mac (10)
gdzie Chin i Cmax 53 odpowiednio najmniejszg i najwiekszg mozliwg do reprezentowania warto-

Scig cechy.

W przypadku préby reprezentowania liczby mniejszej niz dolne ograniczenie mamy do czynienia z
niedomiarem - liczba jest reprezentowana za pomoca 0, a w przypadku préby reprezentowania liczby
wiekszej od gornego ograniczenia z nadmiarem, nastepuje przerwanie obliczen
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Przyktad 1.1

t=4 03340 =0010101 27"  (11)

my = 0,1010(2) + 0,0001(9) = 0,1011(5, rd(z) =0,1011-27"  (12)

0,33
0,66 0
1,32 1
0,32
0,64 0 (13)
128 1

0,28
0,56 0

1,06 1

Dziatania na reprezentacjach liczb rzeczywistych sg wykonywane w arytmetyce zmiennoprzecinkowej
(fl). Niech @ = rd(a), b = rd(b), wtedy
fi(adb) = rd(aldb) = (a0b)(1 +¢), le| <278  (14)

gdzieO € {+, —, %, /}.

Kazde dziatanie arytmetyczne w arytmetyce fl wytwarza pewien maty wzgledny btad zaokraglenia
rzedu btedu reprezentacji
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Rysunek 1: Wykres mantys

Przyktadowo wykonujac dziatanie “+” na reprezentacjach liczb a > b, rd(a) = m, - 2= orazrd(b) =

my, - 2C¢, woéwczas mamy

a+b=2%(mg +my 27 Cam)y =20 . ;m (15)

gdzie mantysa m jest obarczona btedem jej reprezentacji

Przyktad 1.2

Niech ¢t = 4 oraz

a=rd(a) =0,1101-271 b =rd(b) =0,1001-2"  (16)

fi(a + b) = rd(0,001101 + 0,1001) - 2
=rd(0,110001) - 2! (17)
=0,1100 - 2!

1.2 Uwarunkowanie zadania

Zatézmy, ze naszym zadaniem jest obliczenie wektora wynikéw z jakiej$ przestrzeni wynikéw @ € RS
dla wektora danych d € R,
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w=¢(d) deDycC Ry (18)

gdzie

« Ry, R, 53 skonczenie wymiarowymi unormonowanymi przestrzeniami kartezjanskimi

Np.
AGRnxm,
y=Az, TeR" =Ry, (19
7 € R" = R,
. s #0,
s=> xz, TER"=Ry (20)
= sE€ER=R,

Zadanie dobrze uwarunkowane - Jesli niewielkie wzgledne zaburzenia danych powoduja duze
wzgledne zaburzenia wynikéw, to zadanie nazywamy zle uwarunkowanym. W przeciwnym razie
zadanie jest dobrze uwarunkowane

Przyktad 1.3
s = in, s#0 (21)
i=1

Zamiast warto$ci x;, mamy ich reprezentacje rd(z;) = z;(1 + &;), gdzie |;] < 27%i =
1,2,....,n

§—s _ >y s (1 4 &5) — D0y 4
|s| 205 il
_ i wisd]
1> 4]
dicy |Tigd
D=
n
< . Lei=1 |4
< (mexe) S g
<o, S lod
|Zi:1 i

(22)

n
Wskaznik uwarunkowania Wielko$¢ L‘Z' nazywamy wskaznikiem uwarunkowania za-

>2i il
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dania i oznaczamy cond(Z). Méwi ona z jakim czynnikiem btedy reprezentacji danych
przeniosty sie na btedy wyniku.

Z najlepsza sytuacja mamy do czynienia wtedy, gdy cond(Z) ~ 1, wéwczas btedy danych
przeniosty sie na btedy wyniku bez ich zwielokrotnienia

W przyktadzie 1.3 cond(Z) = 1 jesli wszystkie wartosci x; sa tego samego znaku i zadanie jest wowczas
bardzo dobrze uwarunkowane

Przyktad 1.4

Twierdzenie 1.4: Rozwinigcie w szereg Taylora funkcji dwoch zmiennych

fla+ Any+Ay) = fz.0) + @) Ao+ P epdy+.. @)

Dany jest tréjmian 2 — 2px + ¢, gdzie (p, q) € DorazD = {(p,q) : p # 0Aq # 0Ap*> — ¢ > 0}
—_———

A>0
Zbadajmy jak zaburzenie wartosci pierwiastkow z1 (p, ¢) i x2(p, q) zaleza od drobnych zaburzen

wspotczynnikow p i g. Dla pierwiastka k € {1, 2} i ustalonych wartosci wspotczynnikéw pg i go
mamy zatem

wr(po(l +¢€1),qo(1 + £2)) — wx(po, q0) _ Zk(po, qo)

~

zr(po, o) Tk,
% . Pos (24)
op lwo.a0)
dxy, q0¢ _ @k(Po; 90)
0q (po,q0) Tk Tk
2p+2y/p% —p

= =p+4/p>—g¢ (25)

Ty =p—\/P*—¢

o _ . W _p+ViP—q

Op 2vp? —¢ VP —q (26)

(9.%‘2_1 p _\/p2_q_p

o VPP-q¢  VPP—q
Analogicznie dla pochodnych po ¢
Zatem

10
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Oz Po Tk Do (27)

cond® (po, qo) = == L= 2
» ) Op l(po,q0) Tk Tk —Po Tk

oraz

c%ck

cond];(po,qo) = o I (28)

(po.a0) Tk 2zk(Tk — Po)

Wstawiajac teraz w miejsce z, wartosci pierwiastkow z1 = po + \/p3 — qix2 = po — \/PE — ¢

mamy

cond, (po, go) = — cond’(po, qo) = AT (29)
- 2
Do
1 1- /1- 8
cond, (po, qo) = —  (30)
2./1—%4%
6]
1+ ,/1— 0

cond?(py,
q(pO QO) _QF

Jak widad dla g— ~1 wspo{czynmk rosnie w sposob nieograniczony i zadanie jest BARDZO zle
uwarunkowane Jesll << 1, to zadanie jest BARDzO dobrze uwarunkowane

2025-03-11

1.3 Algorytmy numerycznie poprawne

Przyktad 1.5

Rozwazmy dwa algorytmy wyznaczajgce warto$¢ y = a? — b?

Algorytm Al
z1=a—">
zm=a+b (32)
Yy=2z1"22

11
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Algorytm A2

Przyjmujmy sie teraz jak wyglada realizacja tych algorytmow w arytmetyce fl.
Realizacja algorytmu Al

fi(z1) = (@a—b)(1+er), |ea| <27
fi(ze) = (a+b)(1 +e2), |e2f < 9—t
fy) = 8(:1) - 8(:2) - (1 +e)  (lesl < 277)

(34)
=(a—b)(1+e1) (a+b)(1+e2)(1+e3))
= (a® = b?)(1+e1)(1 +e2)(1 +e3)
1+ E=14e)1+e2)(14+e3)~1+e1+6e2+¢3
Stad
|Er| < lex| + le2] + |es] <3-27F  (35)
Realizacja algorytmu A2
fi(z1) =a-a-(1+m), |m|<27
f(z2) =b-b- (1+m), || <27
fiy) = (A=) —A(z)) (1 +7m5)  (|nsl <277)
= (a®(1+m) = (1 +m2)) (1 + n3)
= (a® = b* + a’n — b*n2) (1 + m3)
a2 _ b2 (36)
= (@ = P)(1+ =55 (L +m)

— (a® = %)(1 + )
a’m — by a’m — b’y
1+E2 = (1+W)(1+7]3) ~ 1+773+7a2_b2
a? + b?

a2l | + i
2]

—t
a2 — 17| <2714

| E2| <3| +

Dla a? ~ b? btad wyniku w realizacji algorytmem A2 moze byé bardzo duzy

s J

Numeryczna poprawnos¢ Algorytm nazywamy numerycznie poprawnym jesli obliczone w arytme-
tyce fl rozwigzanie jest nieco zaburzonym rozwigzaniem doktadnym dla nieco zaburzonych

12
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danych.

Dla A1 mamy

fi(y) = (a® — b*)(1 4+ 1)(1 + &2)(1e2)
= ((ay/(1 +e1)(1 +€2))? = (0y/(1 +e)(1 +2))2)(1 +e3)
= ((a(1 +&1))” = (b(1 + 1)) (1 + e3)
l+e = \/(1+€1)(1+52)
1426 + €] =1+e +e2+e163
261 = €1 + &9, & <27

(37)

Realizacja algorytmu w arytmetyce fl polega na:

+ Zastgpieniu danych ich reprezentacjami w arytmetyce fl
« Wykonaniu dziatan w arytmetyce fl

Przyktad 1.6

Wyznaczmy Z x;, s # 0. Algorytm ma postac:

=1
S1 = XT1
S9 = 81 + 2 (38)

Sp = Sp—1+ Tn

T; = I"d(l?@) = 1’1(1 + Oéi), |Oé1| < 2_tai € {1a27 000 7”} (39)

(40)

= :Z'l(l + 81)(1 + 62)(1 + 83) + 52'2(1 + 82)(1 -+ 53) -+ 53(1 + 63)

Ogodlnie

13
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ﬂ - Z H + 81
k=1 i=k
=Y a(l+en) [[A+e) (41
k=1 i=k
= z(14 Ep)
k=1
1+ E,=1+op+ ) &  (42)
i=k
n-27¢ k=1
|Eg| < (43)
(n—k+2)-27t k>1
Zatem najwiekszym btedem obarczone sg poczatkowe sktadniki sumy. Algorytm jest nume-
rycznie poprawny, a najlepsza metode realizacji tego algorytmu jest uprzednie posortowanie
rosngco sumowanych elementéw wedtug ich wartosci bezwzglednych

2 Rozwiazanie uktadu rownan liniowych

Niech bedzie dany uktad réwnan liniowych

a1121 + a0 + ... + a1pxy = b1

a21x1 + a22x9 +...4+ aoanTypn — bg

(44)
ap1T1 + apoTo + ... + Gpnxy = by,
gdzie a;j, x; orazb; dlal < 7, j < n sa liczbami rzeczywistymi
Ten uktad réwnan mozna takze zapisa¢ w postaci macierzowej
aj; aip - Ay 71 by
as az - a2y T2 ba
. = (45)
Gnp1 Aan2 -°° Qnpn Tn bn,

albo w skroconej postaci macierzowej

14
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Az =b (46)

gdzie A € R, «,, jest macierza kwadratowg rozmiarun, ax,b € R,,«1 s3 wektorami

Twierdzenie 2.1

Uktad réwnan Az = b ma doktadnie 1 rozwigzanie wtw, gdy det A # 0, czyli gdy macierz
wspotczynnikéw uktadu réwnan jest nieosobliwa

Algebraicznie, tego typu uktady rébwnan rozwiazuje sie poprzez przemnozenie obu stron réwnania
Ax = b przez macierz odwrotng do macierzy A, czyli macierz A=!. Jakoze A=! - A = I, gdzie I jest
macierza jednostkowa, mamy:

Az =b A
—1 4. g—1
A7 Ax = A" (47)
Io = A1
z=A"1b

2.1 Uktady rownan tatwe do rozwiazania
2.1.1 Macierz przekatniowa
Macierz A jest macierza nieosobliwg i przekatniowa, czyliay, # Odlak € {1,2,...,n}oraza;; =0

dlai # j (macierze przekatniowe bedziemy oznaczali literg D)

ail 0 tee 0 T b1

0 agy v 0 T2 bg
= (48)

0 0 - annl |zn by,

Rozwigzaniem takiego uktadu réwnan bedzie wektor postaci

15
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2.1.2 Macierz gornie trojkatna

Macierz A jest macierza nieosobliwg i gornie trojkatna, czyli axy, # 0, 0raza;; = 0 dlai > j (macierze
gornie trojkatne bedziemy oznaczali literg U)

a1l a2 -0 Qip| |21 b1
0 ase - Q9p ) b2

= (50)
0 0 - annl| |zn bn,

Taki uktad rownan rozwigzujemy za pomocg tzw. podstawiania wstecz wyrazonego wzorem

bi — S i
g = ——SI=HLUT << (51)
A4

Wyznaczanie wektora x rozpoczynamy od ostatniej niewiadomej (z,,), i w kolejnych krokach przecho-
dzimy do poprzednich wspétrzednych, az do wyznaczenia z

Przyktadowa implementacja w Octave:

function x = rozw_u(A, b)
x = [1;
[h, w] = size(A);
for i = w:-1:1
x(i) = (b(i) - sum(A(i, i+1l:w) .*x x(i+l:w))) / A(i, 1);
end
x = x';
end

2.1.3 Macierz dolnie trojkatna

Macierz A jest macierza nieosobliwa i dolnie tréjkatna, czyli axi, # 0 oraza;; = 0 dla: < j(macierze
dolnie trojkatne bedziemy oznaczali literg L)

16
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aill 0 cee 0 I b1
az az -+ 0| |z ba
= (52)
_anl an2 - ann_ _xn_ _bn_

Taki uktad rownan rozwigzujemy za pomoca tak zwanego podstawiania w przdd, wyrazonego wzorem

b — Sl
T = — 2j=1 43 1<i<n  (53)
A4

Wyznaczanie wektora = rozpoczynamy od pierwszej niewiadomej (x1) i w kolejnych krokach przecho-
dzimy nastepnych wspétrzednych az do wyznaczenia (x.,)

Przyktadowa implementacja w Octave:

function x = rozw_1(A, b)

x = [1;
[h, w] = size(A);
for i = 1:w

x(i) = (b(i) - sum(A(i, 1:i-1) .*x x(1:i-1))) / A(i, 1i);
end

x = x';
end
2025-03-18

2.1.4 Macierze rozktadalne

Macierz A da sie roztozy¢ do postaci iloczynu macierzy dolnie trojkatnej i gornie trojkatnej A = L-U

i 0 -~ 0 Uil U2 o U4 1 b1
logr lp --- O 0 w2 -+ un ) bo
. : = (54)
_lnl ln2 e lnn_ L 0 0 e u44_ _an_ _bn_

Wyznaczanie wektora x mozna podzieli¢ woéwczas na dwa etapy:
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Oznaczajac Uz = z, rozwigzujemy najpierw uktad réwnan

L-z=b  (55)

gdzie
« L jest macierza dolnie trojkatna

Zatem rozwigzania tego uktadu réwnan (wyznaczanie wektora z) odbywa sie przez zastosowanie
podstawiania wprzdd (jak w punkcie 3)

Nastepnie rozwigzujemy uktad réownan Ux = z, gdzie U jest macierza gérna. Zatem rozwigzanie tego
uktadu réwnan odbywa sie poprzez zastosowanie podstawiania wstecz (jak w punkcie 2)

Wiekszos¢ doktadnych metod rozwigzywania uktadéw rownan liniowych polega na sprowadzeniu
macierzy wspotczynnikow uktadu rownan A, do jednej z powyzszych postaci (ewentualnie ichiloczynu),
a nastepnie rozwiazanie ich zgodnie z powyzszymi wzorami.

2.2 Rozktady A = LU

Jedna z metod przeksztatcenia macierzy A, jest jej rozktad na iloczyn macierzy dolnie trojkatnej i
gornie trojkatnej A = LU. Jesli rozktad taki istnieje to nie jest on jednoznaczny, nalezy z kazdej pary
liczb znajdujacych sie na gtéwnych przekatnych macierzy L i U czyli l;;, u;;, nada¢ doktadnie jednej z
nich dowolng wartos$¢ r6znga od zera.

Rozktad taki opiera sie 0 wzér na mnozenie macierzy

lin 0 - 0 Uil U2t Ulp air a2 - Qip
lor la2 -+ 0 0 w -+ Uy a1 a2 -+ A2,
. — (56)
lnl ln2 te lnn 0 0 0 Upn anl Aap2 - QAapn
n min(4,5)
aij = Y lis - usj = lis - usj  (57)
s=1 s=1

Poniewazl;s = Odlas > iiug; = 0dlas > j, wystarczy ograniczy¢ sie jedynie domin(i, j) sktadnikéw
tej sumy, jako ze pozostate sg rowne 0.

Kolejnos¢ wyznaczania elementéw macierzy Li U

18
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1 0 0 1 - = —
I 2 0 0 2 —- —
R ) O 0 --- n

(58)

Metoda ta sktada sie z n krokdéw. W k-tym kroku metody rozpoczynamy od wyznaczania elementéw na

gtownej przekatnej lxy, i ugs. Jeden z tych elementéw ma z gory nadana warto$¢, zas drugi wyznaczamy

ze wzoru na element ay, macierzy wynikowej

k—1
Ak = Y U~ Uk + Uik - U (59)
s=1
czyli
k—1
lekek = gk — Y lgstier, — (60)
s=1

W dalszym ciggu k-tego kroku wyznaczamy reszte elementdw k-tego wiersza macierzy U, oraz reszte

k-tej kolumny macierzy L, ze wzoréw na elementy ay; i a;x:

k—1
akazlksusj+lkk'ukj (k+1<j<mn)
s=1
czyli
k—1
R — l .
upj = K ZZZ: Bl (62)
oraz
k—1
aje = O listgh + ligug,  (k+1<i<n)
s=1
czyli
k—1
LNkl
lz'k _ Ak 2571 isUsk (64)

Uk

(61)

(63)
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Czynnosci te powtarzamy dla kolejnych krokdw az do n-tego wyznaczajac kolejne wiersze macierzy U,
oraz kolejne kolumny macierzy

Twierdzenie 2.2

Jezeli wszystkie minory gtéwne macierzy kwadratowej A sg nieosobliwe, to ma ona rozktad
A=LU

Zatem metode te mozemy stosowaé wowczas gdy wyznaczniki macierzy Ay postaci

ailp aiz2 - Aalg
az1 a2 -+ Ak

Ay = (65)
a1 ag2 - Gk

dla wszystkich 1 < k < nsgrézne od zera

W zaleznosci od sposobu w jaki zostang ustalone elementy sposrdd par I;; i u;; mamy rézne rozktady
LU macierzy A.

« Jeslil; = 1dlal < i < n,czyliw macierzy dolnie tréjkatnej elementy na gtdéwnej przekatnej
majg wartoS¢ 1, to taki rozktad nazywamy rozktadem Doolittle’a.

« Jedliu;; = 1dlal < i < mn,czyliwmacierzy gornie trojkatnej elementy na gtownej przekatnej
maja wartos¢ 1, to taki rozktad nazywamy rozktadem Croute’a

« Jedlil; = w;; = 1, to modyfikujac nieco algorytm rozktadu LU mozemy uzyskac rozktad
A = LDU, gdzie macierze L i U majg wartoSci 1 na gtéwnej przekatnej, a macierz D jest
macierza diagonalng

« Jedli zachodzi U = L7, czyli u;; = lj;, dlad < 4,5 < n,to taki rozktad nazywamy rozktadem
Cholesky’ego.

Szczegblnym sposrod tych rozktadow jest rozktad Cholesky’ego. Wymaga on nieco mocniejszych
zatozen o macierzy A.

Twierdzenie 2.3

Jedli macierz A jest rzeczywista, symetryczna (A = AT) i dodatnio okre$lona ( /\ 2L AZ > 0),
740

to maonarozktad A = LL”, gdzie L jest macierza dolnie tréjkatna o dodatnich elementach na

gtownej przekatnej

20
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W rozktadzie Cholesky’ego postepujemy tak samo jak w zwyktym rozktadzie LU, pamigtajac ze u;; = [j;.

k-1
Lok = | ark — > 13, (66)
s=1

k—1
ik — D g1 lislis

ik

Zauwazmy, ze z pierwszego z powyzszych wzoréw wynika, ze

Mamy tu zatem

oraz

lik = (67)

k
app =Y Ui 215y (68)

s=1

dla dowolnego j < k, czyli

il < Vage 1<j<k (69)

czyli kazdy element wiersza macierzy L (odpowiednio kolumny macierzy L) moze byé ograni-
czony z gory przez pierwiastek z elementu na gtéwnej przekatnej macierzy A w tym wierszu.

2025-03-25

Przyktad 2.1

Znajdz rozktady Doolittle’a i Cholesky’ego macierzy

60 30 20
A=130 20 15 (70)
20 15 12

Rozktad Doolittle’a

21



Notatki z Metod Numerycznych

2025-02-25 - 2025-06-17

lit =1l =1I33=1

U = — = 30
11
. a1 o 30 . 1
2 Uil N 60 - 2
ago — 121’1142 20 — % - 30
122 ].
-1 15— 130
Iy — as2 — t31U12 _ 3 1 g =
U929 5
Zatem rozktad Doolittle’a ma postac
1 00 60 30 20
1 .
5 10 0 5 5
1 1
3 11 0 0 3

Przyktadowa implementacja w Octave

function [L, U] = doolittle_dec(A)
[h, w] = size(A);

L = eye(h);
U = zeros(h);
for i = 1:h
for j = d:h
end
for j = i+l:h
L(j, 1) = (A(F, i) - dot(L(3,
end
end
end

U(i, 3) = A, j) - dot(L(i, 1:i-1), U(1:i-1, j));

- = = =60
U1 I 1
a3
U1z = 7—
l11
asi . 20 1
7w, 60 3
—1 15—1.20
Ugg = a3 21U13 _ 2 _ 5
l22 1
ass — 1wy — lppups _ 12— 3-20—-15 1
l33 1 3
60 30 20
=130 20 15 (72)
20 15 12

1:4-1), U(1l:d-1, 1d)))/u(i, 1i);

Rozktad Cholesky’ego

22
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a1 30 1
l11 = +a11 = V60 logg=—=—==-v60
11 11 2= 7 Joo 2
a 20 1
I = 0L = = = 2,/60 lo=1Jazz — 13, =v20—15=V5  (13)
lhn V60 3
asa — l31121 15—-10 60 \/g
l32 = = =5 I3 =1/asz3 — 13, — 13, =14/12— — -5 = ——
39 I \/5 \f 33 a33 31 3 9 3
Zatem rozktad Cholesky’ego ma postac
V60 0 0| [v60 ¥ 160l |60 30 20
Yo /5 0 0 V5 V5 |=130 20 15 (74)
IV60 v5 3| | o o 20 15 12
Przyktadowa implementacja w Octave
function D = cholesky_dec(A)
[h, w] = size(A);
D = zeros(h);
for i = 1:h
D(i, i) = sqrt(A(i, i) - sum(D(i, 1:i-1) ." 2));
for j = (i + 1):h
D(3, 1) = (A(i, j) - dot(D(i, 1:i-1), D(j, 1:i-1)))/D(i, i);
end
end
end

2.3 Metoda eliminacji Gaussa

Kolejna metoda przeksztatcenia macierzy uktadu rownan A to metoda eliminacji Gaussa. Podobnie
jak poprzednia metoda sprowadza ona macierz A do postaci iloczynu macierzy dolnie trojkatnej i
gérnie tréjkatnej. W podstawowej wersji metoda ta polega na wyznaczeniu ciggu macierzy A, takich
7e A1) = A poprzez przeksztatcenia macierzy bedacej poprzednim elementem tego ciagu. k-ty
krok tego przeksztatcenia polega na wykonywaniu dziatan na wierszach macierzy ktére prowadza
do wyzerowania wszystkich elementéw w kolumnie k, znajdujacej sie pod elementem na gtownej
przekatnej macierzy A%). Przeksztatcenia te moga by¢ interpretowane jako odejmowanie od siebie
rownan uktadu przemnozonych przez pewne state zwane mnoznikami. Uzyskujemy w ten spos6b
macierz gérnie tréjkatna U = A(™), podczas gdy macierz dolnie tréjkatna L zostaje utworzona z tych
mnoznikow.

23



Notatki z Metod Numerycznych 2025-02-25 - 2025-06-17

Elementy macierzy A1) powstaja z elementéw macierzy A*) zgodnie z ponizszym wzorem rekuren-
cyjnym.

al(-;-g), 1<k
(k)
af ™ = dal) — o) i kr1Aj>k+1 (D)
Ak

0, i>k+1Aj<k

za$ elementy dolnie tréjkatnej macierzy L sktadaja sie z mnoznikéw wykorzystanych w tworzeniu
ciggu macierzy A®) i wyrazaja sie nastepujacym wzorem

(k)

a

aklik(k)’ t2k+1
lik =141, i=k (76)
0, i<k—1

Twierdzenie 2.4

Jesli wszystkie elementy gtowne a,(clz) obliczone za pomocg powyzszych wzoréw sa rézne od

zera, to macierz A ma rozktad LU. W szczeg6lnoSci taki rozktad majg macierze:

1) Dodatnio okreslone

2) O dominujacej gtdwnej przekatnej, tzn.

n
A laal =D agl (77
j=1

1<i<n =
J#i

| r

Przyktad 2.2

Stosujac metode eliminacji Gaussa rozwiaz uktad rownan Az = bdla

4 -3 1 2
A=12 2 —4| b=|0 (78)
1 -1 1 1

Mamy A = A, W pierwszym kroku zerujemy wyrazy w pierwszej kolumnie (ag; i az;). Wyzna-

czamy mnozniki do wyzerowania pierwszej kolumny. Sa to:
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a21 2 1 as1 1
e =5 == [y =t == 79
Hon 4 2 BT u, 4 (79)

a nastepnie od drugiego wiersza macierzy A odejmujemy pierwszy pomnozony przez lo; oraz

od trzeciego wiersza macierzy A odejmujemy pierwszy pomnozony przez l3;. Otrzymujemy
macierz A®?)

4 -3 1
AB—1g I _2 (80)
0 -} 4

W drugim kroku zerujemy wyraz w drugiej kolumnie (aéZ)).
Mnoznik do wyzerowania tego wyrazu jest rowny

2
_ iy _ 1

_1
132 = = 74 = = (81)
O 14

a nastepnie od trzeciego wiersza macierzy A odejmujemy drugi pomnozony pomnozony
przez l3,. Otrzymujemy A®)

4 -3 1
(3) — 7 9
AO=lo 1 3| @
3
0 0 =
czyli
1 0 0 4 -3 1
1 . 7 9| —
5 1 0 0 5 = =A (83)
1 1 3
i 12 1 0 0 =
Przyktadowa implementacja w Octave:
function [L, U] = gauss(A)
[h, w] = size(A);
L = eye(h);
for i = 1:h
L(i+1:h, i) = A(i+1:h, i) / A(i, 1);
for j = 1 + 1:h
A3, ) = A(G, ) - ACG, ) /A, T) *x A, 1);
end
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Pozostaje rozwigzac “tatwy do rozwiazania” uktad rownan LUz = b.
Czyli oznaczajac Uz = 2z rozwigzemy najpierw uktad rownan Lz = b.
Stosujemy podstawianie w przdd:

92 21:b1:2

z= -1 22—2*2121—0*5‘2—*1 (84)
1 3
3
5 =b3—1 —1 =1--24+—-(-1) =<
7 23 = b3 — (3121 — 3222 1 + 11 (1) 7
Pozostaje teraz rozwigzac uktad rownan Uz = z, czyli
4 -3 1 T 2
0 % —% To| = -1 (85)
0 0 2] |xs 3
Tym razem stosujemy podstawienie wstecz.
3
u33 Z
_ 1+ 9.1
PO i L (86)
U22 5
21 — U12T2 — U133 243-1—-1-1

Uil 1

Rozwigzaniem tego uktadu rownan jest wektor

Czasem taczy sie operacje rozktadu macierzy A z rozwigzaniem uktadu réwnan Lz = b poprzez
dotaczenie do macierzy A wektora b i wykonanie na nim tych samych operacji co na wierszach
macierzy A. Uzyskujemy wowczas macierz gornie trojkatna U oraz przeksztatcony wektor b
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ktorego sktadowe sg rowne sktadowym wektora .

\

Przyktad 2.3

Dla macierzy z poprzedniego przyktadu zastosuj ten zmodyfikowany algorytm metody eliminacji
Gaussa

4 -3 1 2| wemwe-tw [4 -3 1 2 4 -3 1 2

—wa—21 —ws+ L
2 2 —4 0| o I -2 TR 1 9 (88)
1 -1 1 1 0 -3 2 3 o o 2 &

4 -3 1 T 2
0 I 3| |m|=]-1 (89)
0 O % T3 %

ktory rozwigzujemy tak jak w poprzednim przyktadzie stosujac podstawianie wstecz
Przyktadowa implementacja w Octave:

function [U, z] = gauss_comb(A, b)
[h, w] = size(A);
A(:, w+tl) = b;
L = eye(h);
for i = 1:h
L(i+1l:h, i) = A
for j =1 + 1:h
A3, ) = AQ
end

(i+l:h, 1) / AP, 1);
, ) — A, )/ AG, 1) x AT, 1)

end

U= A(:, 1:w);

z = A(:, wtl);
end

2025-04-01

Przy rozwigzywaniu uktadéw rownan metodg eliminacji Gaussa moga pojawic sie pewne problemy.
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Na przyktad, jesli macierz A ma postac

(90)
11

to jako ze w pierwszym kroku element gtéwny a1 = 0, nie mozna dokonczy¢ wykonanie tego kroku,
ani tym bardziej przejs¢ do kolejnych krokéw. Rozwazmy tez ponizszy przyktad:

Przyktad 2.4

Rozwiaz uktad réwnan

e 1 I 1
= (91)
1 1| |x2 2

gdzie ¢ jest bardzo matg dodatnig liczba rézna od zera. Mamy wtedy

19 1 | 1 wgzwgfé’wl 13 1 ’ 1
—
11 ] 2 0 1-1 1] 2-1

Zatem

(94)

Jako ze ¢ jest bardzo mate, czyli % jest bardzo duze w arytmetyce fl

1
N —— 95
- (99)

2 —

~1-—

1
€

™ | =

czylizg ~ 1,zas 1 ~ 0, podczas gdy doktadnym rozwigzaniem jest zo = 2:__11 ~ 1 oraz

_ e—1 _ _ _€ _ 1 o
L= € - 8(8—1)_1—€N1

Problemem w tym wypadku jest fakt, ze element gtéwny (a1; = ¢) jest wzglednie maty w
poréwnaniu z resztg wartoSci w tym wierszu

Powyzsze problemy prowadzg do modyfikacji podstawowej metody eliminacji Gaussa do metody elimi-
nacji Gaussa ze skalowanym wyborem wierszy gtdwnych. Polega ona na zmianie kolejnosci rownan w
uktadzie rownan tak, aby element gtowny w danym kroku byt mozliwie najwiekszy. Poniewaz wymiana
wierszy w macierzy jest z programistycznego punktu widzenia kosztowna, zwykle w praktycznej reali-
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zacji tego algorytmu przechowuje sie w wektorze permutacji p informacje w jakiej kolejnosci zostaty
wybrane gtéwne wierszy podczas eliminacji Gaussa.

2.4 Metoda eliminacji Gaussa ze skalowanym wyborem wierszy gtownych

1. Tworzymy wektor permutacjip = [1,2,3,...,n].
2. Tworzymy wektor skal s = {s; = maxi<j<y |ai;j| : i =1,2,...,n}

3. Wykonujemy n — 1 krokéw eliminacji Gaussa (kazdy dla eliminacji kolejnej kolumny), sktadaja-

cych sie sie z

(i) Wyboru indeksu kolejnego wiersza gtéwnego, takiego, ze

o . .

Sp; Sp;
gdzie k jest numerem kroku(albo indeksem eliminowanej kolumny)

(i) Aktualizacji wektora permutacji py <+ p;

(iii) Wyznaczeniu mnoznika ik g eliminacji p;-go wiersza,i =k + 1,k +2,...,n
Aprk
(iv) Eliminacji p;-tego wierszai =k + 1,k + 2,...,n wraz zodpowiadajgcym mu wyrazem
wolnym by,

4. Rozwiazujemy otrzymany uktad rownan z macierzg gornie trojkatna U i zmodyfikowanym wek-
torem b(bedziemy go oznaczali b,)

Rozwigzanie uktadu rébwnan Uz = b, przebiega podobnie jak poprzednio, pamietamy jednak, o
zmianie kolejnosci wierszy i elementéw wektora b, zgodnie z wektorem permutacji p.

Przyktad 2.5

Stosujac metode eliminacji Gaussa ze skalowanym wyborem wierszy gtdwnych rozwiaz uktad

rébwnan:

Poczatkowo wektor permutacji p = [1, 2, 3], a wektor skal s = [6, 8, 3]
Sprawdzamy ilorazy wartosci bezwzglednych elementéw w pierwszej kolumnie przez skale
danego wiersza i wybieramy wiersz ktéremu odpowiada najwieksza z tych wartosci:
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17

Mzgzl le M:§:1 (98)
Sp, 6 3 Spy 8 Sps 3
Zatem do pierwszego kroku jako wiersz gtdwny wybieramy wiersz 3.
Aktualizujemy wektor permutacji p = [3, 2, 1] i otrzymujemy
23 =6 | 1) wimui-}us |0 -2 3
W2=w2—3W3
1 -6 8 | 1 0 —¥% 2 | 2 (99)
3 -2 1 |1 3 -2 1 |1

W kolejnym kroku sprawdzamy ilorazy wartosci bezwzglednych elementéw w drugiej kolumnie
(wierszy wyznaczonych przez ps i ps — czyli wierszy 2 i 1) przez skale danego wiersza
|ap32| _ E _ 13

16
lappal _ 3 _ 2

3

= 1
6 -1 10

0¢)

Spa Sps
Zatem kolejnym wierszem gtéwnym jest wiersz wyznaczony przez ps, czyli wiersz pierwszy.

Aktualizujemy wektor permutacji wymieniajac ps z p3 i otrzymujemy p = [3, 1, 2] i dostajemy:

13 20 1 13 20 1
0 3 -3 |3 . 10 F -5 | 3
16 23 g | W2TW2E W 7 14
0 -3 3 |35 0 -3 | 13 )
3 -2 1 |1 3 -2 1 | 1
Czyli macierz U i wektor b, majg postac
13 20 1
0 3 -3 3
0 0 -% b= | 1 (102)
3 -2 1 1

Rozwiazujemy teraz uktad réwnan Uz = b,.
Stosujemy podstawianie wstecz zgodnie z wektorem p (czyli w kolejnosci rownan 2, 1, 3)
Rozwigzaniem sg wiec:

$3:b*&:i§7:_2 x2_b*p2 up23'x3:%+2?(13'(_2):_3
U —13 Upa2 3 (103)
b e s sty _ 1= (DY 1) |
Upy1 3

Przyktadowa implementacja w Octave:

30



Notatki z Metod Numerycznych 2025-02-25 - 2025-06-17

function x = gauss_perm(A, b)
[h, w] = size(A);
x = zeros(h, 1);

NS

s Wektor permutacji
p = 1:h;

o

% Wektor skal
= max(abs(A'));

0

% Tworzymy macierz rozszerzong
A(:, h+l) = b;

for j = 1:h-1
% Wybor kolejnego wiersza gtdéwnego
[_, 1] = max(abs(A(p(j:h), 3))' ./ s(p(3:h)));

% Musimy uwzglednié to, ze ‘1" byt wybrany z wektora dtugosci
% h -3+ 1
i=1+3-1;

% Aktualizacja wektora permutacji

p(Li, 11) = p(Li, J1);

% Eliminacja pozostatych wierszy
for k = j+1:h
A(p(k), ) = A(p(k), 1) - A(P(F), ) * A(p(k), 3) / A(P(3), 1);
end
end

% Rozwigzanie uktadu podstawianiem wstecz
for i = h:-1:1
x(i) = ( A(p(i), h + 1) -
dot(A(p(i), i+1l:h), x(i+1l:h))
) /[ Ap@(), 1);
end
end

\.

Mozna oszacowac liczbe dziatan niezbednych do przeprowadzenia metody eliminacji Gaussa ze ska-

lowanym wyborem wierszy gtoéwnych. Aby wyznaczy¢ wspotczynniki M dla kazdego sposrod n

J
wierszy, niezbedne do wyboru wierszy gtownych, nalezy wykonac n dzielen.
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. : . ) . Oy, .

W pierwszym kroku eliminacji do kazdego wiersza nalezy wyznaczy¢ mnoznik “pik o wymaga jednego
Qprk

dzielenia, oraz n — 1 mnozen i tyle samo odejmowan. Eliminacja jednego wiersza w pierwszym kroku

wymaga 2(n — 1) + 1 = 2n — 1 dziatan. Przemnazajac to przez liczbe wierszy i dodajac operacje
niezbedne do wyboru wierszy gtownych otrzymujemy liczbe operacji w pojedynczym kroku metody:

2n—1)-(n—1)+n=2n*-3n+1+n=2n"-2n+1  (104)

Poniewaz w kazdym kolejnym kroku wykonujemy te same operacje tylko dla zmniejszonego o 1 roz-
miaru macierzy, zatem taczna liczba operacji jest rowna

n

> (2 —2i+1)=2-

i=1

Twierdzenie 2.5

Wszystkie przedstawione algorytmy rozwigzywania uktadow rownan liniowych sg numerycznie

1)(2 1 1 2
n(n + )6( n + )_2.n(n2+ )+n—3n3+g (105)

poprawne. Wskaznik uwarunkowania zadania rozwigzywania uktadu réwnan postaci

Az=1b  (106)

zalezy od macierzy A ijest rowny

s(4) = 4] - a7t o7)

2025-04-08

2.5 Inne modyfikacje metody eliminacji Gaussa

Powyzej przedstawione algorytmy rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych mozna uzupetnic o
dodatkowe modyfikacje poprawiajace dziatanie tych algorytmoéw. Przyktadowymi modyfikacjami

sq:

2.5.1 Wstepne wywazanie wierszy

Polega na wstepnym podzieleniu kazdego z wierszy (i odpowiadajacych im wyrazéw wolnych) przez
1

wartos$¢ bezwzgledna (co do modutu) elementu wierszar; = —————.
maxi<j<n ||
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Prowadzi to do zamiany uktadu réwnan
n

Z A Tj = bz na uktad Z(Tiaij)xj = bi’l“i (108)
j=1 j=1

Przyktadowa implementacja w Octave:

function x = gauss_scaled_rows(A, b)
[n, m] = size(A);

r = max(abs(A'"));
A=A ./r";
b=>b ./ r';

L = eye(n);

for k = 1:n-1
for i = k+l:n
L(i, k) = A(i, k) / A(k, k);
A(ja :) = A(—la :) - L(—la k) * A(k: ');
end
end
z = rozw_1(L, b);
x = rozw_u(A, z);
end

2.5.2 Wstepne wywazanie kolumn

Polega na wstepnym podzieleniu kazdej z kolumn przez warto$¢ bezwzgledng z maksymalnego (co do
1

modutu) elementu w kolumnie¢; = ————
maxi<i<n |aij]

Prowadzi to do zamiany uktadu réwnan

n

Z QijTj = bi na uktad Z(cjaij)% = bz‘ (109)
Jj=1 j=1 J

Przyjmujac wtedy y; = %J rozwigzujemy ten uktad rownan wzgledem wektora y i wyznaczamy x z
powyzszej zaleznosci

Przyktadowa implementacja w Octave:

function x = gauss_scaled_cols(A, b)
[n, m] = size(A);
r = max(abs(A));
A=A ./ r;
L = eye(n);
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for k = 1: n -1
for i = k+l:n
LGP, k) = A, k) / A(k, k)3
ACi, @) = A, ) - LG, k) * Ak, )3
end
end

z rozw_1(L, b);

y = rozw_u(A, z);
x =y ./ r';
end

2.5.3 Petny wybor elementéw gtéownych

W kolejnych krokach wybieramy elementy gtéwne nie tylko sposrod elementéw w aktualnie zerowanej
kolumnie k-tej, ale spoéréd wszystkich pozostatych (n — k + 1)? elementéw. Zastosowanie tej metody
wymaga wprowadzenia dodatkowego wektora permutacji kolumn, ale w praktyce nie dziata istotnie
lepiej od algorytmu eliminacji Gaussa ograniczajacego sie do wyboru wierszy gtownych

2.5.4 Wywazanie lub skalowanie w kazdym kroku eliminacji

W kazdym kroku dziatania metody wyznaczamy nowy wektor skal s lub w kazdym kroku dokonujemy
wywazanie wierszy albo kolumn.

2.5.5 Poprawianie iteracyjne koncowego rozwiazania

Przyktad 2.6

I
A3><3 -x=0b T = |x9 (110)
z3

Doktadne rozwigzanie to:

all(xl + 61) + CL12(:L‘2 -+ 62) + a13(:c3 + &‘3) =bh
ag1(x1 +€1) + a2 +€2) + ags(zs +€3) = b (111)
azi(x1 +€1) + aza (w2 + €2) + asz(xs +€3) = b3

Gdzie
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€1
£=|ey (112)

€3

Az+Ae=b < Ae=(b—Az)  (113)
——
b*

. J

W metodzie poprawiania iteracyjnego zaktadamy iz jako rozwigzanie uktadu rownan Az = b otrzymu-
jemy jedynie jego przyblizony wektor rozwiazan (%) podczas gdy wartoé¢ doktadna wektora rozwiazan
X wyraza sie wzorem

z=20 + A7 b - Az0) = 20 4 O (114)

gdzie réznice (0 = b — Az nazywamy wektorem rezydualnym, a wektor btedu e¢(¥) mozemy
wyznaczy¢ rozwiazujac uktad rownan

Ae® =0 (115)

W ten sposéb mozemy okresli¢ kolejne przyblizenia rozwiazan 2:(+1) za pomoca nastepujacych wzoréw
rekurencyjnych:

r® =p— Az®,
Al — (@)

(116)

)

Uzyskujemy cigg wektorow przyblizonych rozwigzan tym szybciej zbiezny do wektora doktadnego
z im doktadniej jest rozwigzany zaréwno podstawowy uktad réwnan Az = bjak i uktady réwnan
Ael) = (@),

Przyktadowa implementacja «poprawionej» metody Gaussa:

function x = rozw_gauss_popraw(A, b, pop = 0)
[h, w] = size(A);
L = eye(h);
U = A;
for i = 1:h
L(i+1:h, 1) A(i+1:h, i) / A(i, 1);
U(i+l:h, :) = A(i+1l:h, ) = A(i, ) .*x A(i+l:h, i) / A(i, 1);
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z = rozw_1(L, b);

x = rozw_u(U, z);
for i = 1l:pop
r=>b-Ax*x x;

ee = rozw_1(L, r);

e = rozw_u(U, ee);
X = X + e;
end
end

Przyktadowa implementacja «poprawionej» metody Doolittle’a w Octave:

function x = rozw_doolittle_popraw(A, b, pop=0)
[h, w] = size(A);

L = eye(h);
U = zeros(h);
for i = 1:h

U(i, i) = A(i, i) - L(i, 1:i-1) = U(Ll:i-1, 1);
for j = i+1l:h
Ui, j) = A(i, j) - L(i, 1:4i-1) > U(1:i-1, J);
LG, 1) = (A(G, 1) - L(F, 1:i-1) = U(Ll:i-1, 1))/U(, 1);
end
end

z = rozw_1(L, b);

x = rozw_u(U, z);

for i = 1l:pop

r=»>b-Ax*x;
ee = rozw_1(L, r);
e = rozw_u(U, ee);
X = X + e;

end
end

2.6 Metody iteracyjne rozwigzywania uktadow rownan liniowych

Podane dotychczas metody rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych sa metodami doktadnymi.
Po ich zastosowaniu otrzymujemy rozwigzanie ktore bytoby doktadne gdyby nie btedy wynikajace
z przeprowadzania dziatan w arytmetyce zmiennopozycyjnej fl, oraz btedy reprezentacji liczb w pa-
mieci komputera. W metodach iteracyjnych konstruuje sie natomiast ciag wektoréw rozwigzan (%,
w taki sposéb, aby cigg ten byt zbiezny do rozwigzania doktadnego x. Zaletg zastosowania metod
iteracyjnych jest ich szybko$¢ dziatania (z reguty wymagajg mniejszej liczby operacji), oraz mniejsze
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wymagania pamieciowe, jednakze odbywa sie to kosztem mniejszej doktadnosci uzyskanego roz-
wigzania. Przeksztatcamy w nastepujacej sposdb rozwigzujemy uktad réwnan liniowych w postaci

macierzowej

Az =b \+Qx—A;p
Qr=(Q—-A)z+b

(117)

gdzie @ jest pewng nieosobliwg macierza. Otrzymane rownanie jest rownowazne wyjsciowemu ukta-
dowi rownan i ma ten sam zbidr rozwigzan. Powyzsze rownanie mozna traktowac jako wzor rekuren-
cyjny stuzacy do wyznaczania kolejnych przyblizen rozwiazania x, zapisujac je w postaci

Qz® = (Q — A)z* YV 4p  (118)
Jedli cigg 2(¥) jest zbiezny do x, to spetnia on powyzsze réwnanie o czym tatwo sie przekonaé przecho-
dzac w nim do granicy przy k — oo.

Dobierajac rézne postaci macierzy Q uzyskujemy rézne metody iteracyjne. Aby dana metoda byta
wygodna w zastosowaniach macierz Q powinna by¢ dobrana w taki sposdb, aby wyznaczanie kolejnych
wartosci 2(*) byto tatwe (aby tatwo byto wyznaczyé macierz Q1) oraz aby wyznaczony w ten sposéb
ciag rozwigzan z(*)) byt mozliwie szybko zbiezny do rozwiazania doktadnego. Mnozac lewostronnie
rownanie (118) otrzymujemy:

Q7'Qe" =Q@7(Q -2V + Q7

119
+® = (1 = Q=1 4)2tD 4 0~1p (119)

Jesli |1 — Q14| < 1,to 2 (%) zdefiniowany jak powyzej jest zbiezny do rozwigzania uktadu réwnan
Az = b, bez wzgledu na sposéb doboru pierwszego przyblizenia rozwiazania (%)

2.6.1 Metoda Richardsona

Macierz () jest w niej macierza jednostkowa I, czyli

®) = (1 — Az 4 p =g 4 (h— Ax*Dy = gk 4 (kD) (120)

gdzie r*=1 = p — AzF~1 jest wektorem rezydualnym.

Metoda ta jest zbiezna, gdy ||I — A < 1. W metodzie tej w k-tym kroku wyznaczamy wektory z(*) i
(%) za pomoca wzoréw
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rl(k) =b; — Z aijxg-k)
j=1

() _ pb=1) 4 (b)

(121)

€, 7

Przyktadowa implementacja w Octave:

function x = diter_rozw_rich(A, b, x0, k = 10)
[h, w] = size(A)
X = X0;
for i
r‘ =

1:k
- A x X

+r;

X T 1l

X =

2.6.2 Metoda Jacobiego

Macierz @ jest w niej macierza przekatniowa, a elementy na jej gtdwnej przekatnej sa rowne elementom
gtoéwnej przekatnej macierzy A

W metodzie tej wyznaczamy i-tg sktadowa kolejnego przyblizenia rozwigzania z i-tego réwnania, w
ktory w miejsce pozostatych sktadowych wstawione zostaty ich wartosci z poprzedniego przyblizenia
rozwigzania. Wzér stuzacy wyznaczaniu sktadowych kolejnych przyblizen ma zatem postac

n
bz‘ — Z aijxj
=1

‘].7 .
W= I (199

7]

2025-04-15

Twierdzenie 2.6

Jesli macierz A jest dominujaca przekatniowo (tzn. o dominujacej gtdéwnej przekatnej), to ciag
2%) zdefiniowany tak jak w metodzie Jacobiego jest zbiezny do rozwigzania uktadu réwnan
Az = bbez wzgledu na sposéb doboru pierwszego przyblizenia rozwigzania z(?).
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Poniewaz w kazdym kroku tej metody nastepuje dzielenie wektora b oraz elementu macierzy A

w i-tym wierszu przez element z gtéwnej przekatnej (a;;), dlatego w praktycznym zastosowaniu
tej metody wygodnie jest przed przejSciem do kolejnych krokéw wyznaczania przyblizenia
rozwigzania, podzieli¢ wiersze macierzy A, oraz odpowiadajace im sktadowe wektora b przez
odpowiednie wyrazy a;; z gtdwnej przekatnej macierzy A

2.6.3 Metoda Gaussa-Seidela

Macierz Q jest w niej macierza dolnie tréjkatna, a jej elementy sa rowne elementom macierzy A ponizej
gtoéwnej przekatnej (wraz z ta przekatna), czyli a;; i > j

Metoda ta dziata podobnie jak metoda Jacobiego. W kazdym kroku metody wyznaczamy i-ta sktadowa
kolejnego przyblizenia rozwigzania z i-tego rownania w ktérym w miejsce sktadowych o indeksach od
i + 1 do n wstawione sg ich wartosci z poprzedniego przyblizenia rozwiagzania, a w miejsce sktadowych
oindeksach od 1 do i — 1 wstawione sg ich warto$ci z obecnie wyznaczanego przyblizenia rozwigzania
(w momencie wyznaczania i-tej sktadowej wczesniejsze sktadowe sg juz wyznaczone). Wzér stuzacy
wyznaczaniu sktadowych kolejnych przyblizen ma zatem postac:

1—1 n
k k—1
bi — Z aijl‘;' ) — Z al'jilig- )
20— 7j=1 J=i+1 (123)

Qi

Twierdzenie 2.7

Jeéli macierz A jest dominujaca przekatniowo, to ciag =(¥) zdefiniowany tak jak w metodzie
Gaussa-Seidela, jest zbiezny do rozwiazania uktadu rownan Az = b, bez wzgledu na sposéb
doboru pierwszego przyblizenia rozwigzania z(°).

Przyktadowa implementacja w Octave:

function x = iter_rozw_gauss_seidel(A, b, x0, k=10)
[h, w] = size(A);

X = X0;
for i = 1:k
for j = 1:h

% Zamiast odejmowac dwie sumy, odejmujemy jedng i dodajemy
% sktadnik A(j, j) * x(j), ktorego nie powinnisSmy byli odejmowac

% Suma sktadnik kompensujgcy
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x(3) = (b(j) - A(G,1:h) » x + A(F, J) * x(3)) / A(F, 3);
end
end
end

W metodach iteracyjnych mozna poprawic ich zbiezno$¢ poprzez zastosowanie dodatkowych technik
polegajacych na ustalaniu wartosci nowego przyblizenia rozwigzania poprzez wykorzystanie takze
poprzednich rozwigzan:

1) Ekstrapolacja - dla ustalonejwartosci parametru 0 < v < 1w k-tym kroku wyznaczamy najpierw
k-ta wartoéé wektora przyblizer rozwigzania (%) zgodnie z jedna z podanych metod, a nastepnie
ustalamy ostateczna warto$¢ k-tego przyblizenia jako

k)

®) = yz® 1 (1 — )z (124)

2) Metoda Czebyszewa - dla ustalonych wartosci parametru0 < v < liciggu0 < g < 1dlak > 2
w k-tym kroku wyznaczamy najpierw k-tg warto$¢ wektora przyblizen rozwiazan (%) zgodnie z
jedna z podanych metod a nastepnie ustalamy ostateczng wartos¢ k-tego przyblizenia jako

2 ®) = g (ya™ + (1= 9)a® D) + (1 — )22 (125)

2.6.4 Metody gradientowe

Nieco inng grupa metod iteracyjnych sg metody gradientowe. W metodach tych kolejne przyblizenie
rozwigzania wyraza sie wzorem

20 = g*=D 4 0 (126)

gdzie

. cigg v™®) jest pewnym ciggiem wektoréw kierunkowych
* {3, s3 pewnymi liczbami rzeczywistymi

Metoda najszybszego spadku Przyktadem metody gradientowej jest metoda najszybszego spadku.
W metodzie role ciagu wektoréw v(*) petni cigg wektoréw rezydualnych a wspétczynniki ¢, wyznaczone
Sq ze wzoru
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v o k)

b= S o (A

(127)

gdzie o oznacza iloczyn skalarny. Poszczegblne ciagi w tej metodzie wyrazajg sie zatem wzorami:

n
Ui(k) — b — Zaijﬂfg'k_l)
j=1

n k
. () (128)
n k n k
i=1 Uz( ). ( j=1 aijUZ( ))
$§k) _ ngk—n oty Ui(k)

Metody gradientowe mozna stosowac jedynie do macierzy rzeczywistych symetrycznych i dodatnio
okreslonych

Przyktad 2.7

Wykonaj po 2 kroki iteracyjnych metod Jacobiego i Gaussa-Seidela dla uktadu réwnan

2 -1 0 T 2
1 6 =2 2| = |4 (129)
4 -3 8 I3 5

0

rozpoczynajac od wektora z(9) = |

Wyznaczajac z kolejnych réwnan poszczegdlne sktadowe wektora (%) mamy

Metoda Jacobiego Metoda Gaussa-Seidela
(k—1) (k=1) (k=1)
oF) =2 g T P =142
(k) _ 1. (k=1) | 1 k-1 _ 2 (k) _ 1.k 1 (k—1) 2
.'L'2 = _61:1 + 51:3 -3 1‘2 = _6$1 + 31'3 -3
k) _ _1,(k=1) 3 (k-1) | 5 (k) _ _1..(k) 3.k 5
xé —5% + g9 +3 T3 = —35x )+§$2 +3
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Dla metody Jacobiego mamy zatem:
1
w_ 2
7' =—3 al=|_2 (130)
1 _ 9o 5
(2) 1 2 2
=14+=-(—=)==
7 3 (030 =3 :
(2) 1 1 5 2 15 @) _ 15
=—_—.14-.2_Z S = |1 131
T2 =75 T3'87 3T Tm ! | (181
2) 1 3 2.5 1 1
=~ 14+ (- N+=Z=_-=
3 3 1tg (3)+5=3 °
Dla metody Gaussa-Seidela:
sV =1--.0= |
w_ 1 1 2_ 5 W_|_s
zs __6'1+§' — = )= | 8 (132)
w__1 ,,3 5,35 __3 -3
3 > 138 s =16 10
(2) 1,5 7
=] 1 - ) = —
1 305 = 15 1
@__1 7 1, 3, 2_ 119 @ _ |_119 133
=1 3% 3 © 141 (133)
29 — 17 §(fg) + O _ 2 1%z
37 2 1278 1447 ' 8 1152

3 Rozwiazywanie rownan nieliniowych

Niech g(z) i h(x) beda dwoma funkcjami rzeczywistymi zmiennejz € R, czylig,h: R — R

Réwnanie g(z) = h(x) nazywamy nieliniowym jesli funkcja f(z) = g(x) — h(x) nie jest funkcja liniowa.

Przynoszac funkcje h(x) na lewa strone powyzszego rownania otrzymujemy rownowazne mu rownanie

postaci

fl@) =g(x) —h(z) =0  (134)

Zatem aby znalez¢ rozwigzanie rownania g(x) = h(x) wystarczy odnalezé miejsce zerowe funkgji

f(z) = g(x) — h(z). Problem rozwigzywania rownania, jest zatem réwnowazny problemowi znajdo-

wania miejsca zerowego funkgji.
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3.1 Metody znajdowania miejsca zerowego
3.1.1 Metoda bisekgcji

Metode bisekcji mozna stosowac do funkg;ji ciggtej i takiej, ze na koncach badanego przedziatu przyj-
muje ona wartosci przeciwnych znakéw. Dla takiej funkcji mozna zastosowaé wtasno$¢ Darboux.

Twierdzenie 3.1: Wtasnos¢ Darboux

Funkcja ciagta f w przedziale [a, b] przyjmuje w tym przedziale wszystkie wartoSci pomiedzy
f(a)if(b). W szczegblnosci jesli f(a) - f(b) < 0, to w przedziale (a, b) znajduje sie miejsce
zerowe tej funkgji.

Zatem warunek f(a) - f(b) < 0 gwarantuje istnienie wewnatrz przedziatu [a, b] przynajmniej
jednego miejsca zerowego

2025-04-29

W metodzie tej dla ustalonych koncéw przedziatu a = ag i b = by w ktérych rozpatrywana funkcja
f(z) przyjmuje wartosci przeciwnych znakéw, znajdujemy Srodek tego przedziatu (punkt ¢ = “T’Lb) i
wyznaczamy dla niego wartosc¢ funkgji f(c).

Jesli wartos¢ funkcji w tym punkcie ma taki sam znak jak f(a), to jako nowy poczatek przeszukiwanego
przedziatu przyjmujemy punkt ¢ = a; (koniec tego przedziatu pozostaje niezmieniony by = bg). W
przeciwnym razie poczatek przedziatu pozostawiamy niezmieniony (a1 = ag), zas jako nowy koniec
przeszukiwanego przedziatu przyjmujemy punkt ¢ = b;. Postepowanie to kontynuujemy rekurencyjnie
az do osiggniecia zadowalajgcego przyblizenia miejsca zerowego.

Poniewaz dziatania te wykonywane sg w arytmetyce zmiennopozycyjnej, jako kryterium zatrzyma-
nia algorytmu, nalezy poza maksymalna liczbg krokow algorytmu M przyjaé takze parametry Sie
okreslajace odpowiednio zadowalajacg dtugosc¢ przedziatu w ktérym znajduje sie miejsce zerowe (od-
legtos¢ faktycznego miejsca zerowego od uzyskanego przyblizenia na osi O X), oraz minimalng wartos¢
bezwzgledna wartosci funkgji f. Algorytm nalezy zakonczy¢ przy spetnieniu co najmniej jednego z
powyzszych warunkow.

W metodzie bisekcji w kazdym kroku otrzymujemy przedziat dwa razy krétszy niz w poprzednim
kroku:

by — an = 7(bn—1 - an—l)
2 (135)
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Poniewaz dtugosci przedziatow w kolejnych krokach daza do 0, ciag lewych koncow przedziatow a; jest
niemalejacy i ograniczony od gory, a ciag prawych koncdw przedziatéw b; jest nierosnacy i ograniczony
od dotu. Zatem oba te ciggi maja granice r. Przechodzac zatem do granicy n — oo w nierdwnosci
0 > f(an)f(b,) otrzymujemy 0 > f(r)?, czyli f(r) = 0.

Mimo, ze metoda bisekcji jest skuteczna w znajdowaniu miejsca zerowego funkgji, to jest ona stosun-
kowo wolno zbiezna. Jej zaletg jest jednak, ze zawsze prowadzi do odnalezienia przyblizenia miejsca
zerowego niezaleznie od poczatkowego doboru przedziatu [a, b], jesli tylko f(a)f(b) < 0

3.1.2 Metoda Newtona (stycznych)

Znacznie szybsza (choé nie zawsze zbiezng) od metody bisekcji jest metoda Newtona.

Metoda ta jest szczegblnie szybko zbiezna w bliskim otoczeniu doktadnego miejsca zerowego, dla-
tego wygodna jest do wykonania koricowych etapéw wyznaczania miejsca zerowego w potaczeniu z
jakas wolniejszg ale zawsze zbiezng metodg (np. metoda bisekcji, przy pomocy ktérej wykonujemy
poczatkowe kroki)

Niech r bedzie doktadnym miejscem zerowym, a x = r — h jego przyblizeniem. Ze wzoru Taylora
mamy wowczas:

f'(=)
1!

0=f(r)=f(z+h)= f(z)+ h4+0(h?)  (136)

dla dostatecznie matego h mamy:

O~ f(x)+ fi(x)-h  (137)

czyli

_f@)
el e

(138)
Zatem lepszym przyblizeniem miejsca zerowego r jest wartos$é

_ S
f'(z)

Otrzymujemy stad rekurencyjny wzér dla metody Newtona:

TRT

(139)

f(zn)

Tt =T )
n

(140)
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Metoda Newtona polega na przyblizeniu funkcji f za pomoca funkgcji liniowej o tej samej wartosci
pochodnej w aktualnie rozwazanym punkcie. Zatem graficznie metode te mozna zinterpretowac jako
wyznaczenie stycznej do wykresu funkcji f w rozwazanym punkcie, a nastepnie wyznaczenie punktu
przeciecia tej stycznej z osig O X, ktory stanowi kolejne przyblizenie miejsca zerowego.

Metoda Newtona jest kwadratowo zbiezna do doktadnej wartoSci miejsca zerowego, jesli r jest do-
ktadng wartoscig miejsca zerowego, to

[@ngs =7 < |Clan =) (141)

gdzie C' jest pewng statag

Zastosowanie uogélnionej metody Newtona do rozwigzywania uktadow rownan nieliniowych
Metode Newtona mozna uogblnié tak, aby mogla stuzyé do rozwigzywania uktadéw réwnan nieli-
niowych. Oznaczmy przez f: (z1,x2, ... x) kolejne funkcje (rownania) ktérych miejsca zerowego
poszukujemy. Stosujac do pojedynczej funkcji wzér Taylora dla funkcji wielu zmiennych otrzymu-
jemy:

Ofi ofi Ofi
0=7/; hi, ha, ... hi) ~ STy s h h 142
filwr+hy,mo+he, ...z +hy) = f(z1, 22 Tg + o 8x2+ g k) (142)
Przenoszac na lewa strone wartosci funkcji f;(z1, z2, . .., x)) i postepujac analogicznie z pozostatymi
funkcjami f; otrzymujemy uktad rownan:
fi(wy, 22, . 21) = fi(zr, 22, .. $k+hlaf1 +h25f1 +hk27f;)
fo(x1, @2, ...,21) = fa(wy, @2, . .. $k+h18£ —I—hzan +. +hk%) (143)

fe(zi,ze, . xr) = fr(vr, 02, 28 + hlafk + hzafk +.othy af’“)
Powyzszy uktad rownan jest uktadem réwnan liniowych ktéry mozna rozwigzaé wzgledem wektora
H =[hy, ha, ... hi]"

Stosujac jedna z poznanych metod dla uktadéw réwnan liniowych, np. metode eliminacji Gaussa.
Macierz wspotczynnikow tego uktadu rownan A oraz wektor wyrazéw wolnych b maja postaé
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fop on ... on]
oz Oxo oxy,
| Oz1 Oxo ozy, |
_fl(mla T2y ... ,l'k;)
_f2 T1,22y...,Tk
b= rx) < | ' 4"
__fk(x17$27 cee 7$k)_

Kolejne przyblizenie wektora miejsc zerowych X uzyskujemy dodajac do poprzedniego wektora X
wyznaczony wektor H. Zatem oznaczajac: X (V) = [xgl), xé’), s a:,(;)} mozemy opisa¢ te metode jako
metode sktadajaca sie z dwdch ponizszych krokéw powtarzanych iteracyjnie:

1) Wyznaczamy wektor nowych poprawek H (), rozwigzujac wzgledem H () uktad réwnan liniowych

F(XNH® = p(x®)  (146)

2) Wyznaczamy nowy wektor przyblizajgcy miejsca zerowe

X0 = xO L gO  (147)

2025-05-06

3.1.3 Metoda siecznych

Jedna z gtownych trudnosci pojawiajacych sie w praktycznych zastosowaniach metody Newtona jest
konieczno$¢ wyznaczenia pochodnej f’(x,,). Wstawiajac do wzoru Newtona:

==

(148)

przyblizong warto$¢ pochodnej otrzymujemy inne metody rozwigzywania rownan nieliniowych. Przy-
pomnijmy, ze doktadna warto$¢ pochodnej wyraza sie wzorem:
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W zaleznoSci od wyboru postaci przyblizenia pochodnej uzyskujemy rézne metody:

1. Biorac h = f(z,,) bez przechodzenia z h do granicy otrzymujemy metode Steffensena:

_ f(an)
=T )
. _ f(xn) “h
— f(xn + h) - f(xn) (150)
. [f ()]
" f(@n + f(zn)) — f(2n)
2. Biorac przyblizenie pochodnej ilorazami réznicowymi:

Tnp — Tp—1

otrzymujemy metode siecznych:

f(xn) _ Tn — Tp—1

Tntl = Ty, — f’(l‘n) = Tpn — f(ﬂfn) . f(g;n) — f($n,1)

(152)

W metodzie siecznych do wyznaczenia kolejnego przyblizenia konieczne jest pamietanie 2 poprzednich
przyblizen. Graficznie metode te mozna zinterpretowac jako wyznaczanie siecznej do wykresu funkcji f,
przechodzacego przez dwa poprzednio wyznaczone punkty, a nastepnie wyznaczenie punktu przeciecia
tej siecznej z osig O X, ktory stanowi nowe przyblizenie miejsca zerowego.

Metoda siecznych jest wolniej zbiezna do doktadnej wartosci miejsca zerowego niz metoda Newtona,
ale szybciej niz metoda bisekg;ji.

Jezeli r jest doktadng wartoSciag miejsca zerowego, to:

’xn—l-l —r| < ‘C(xn - r)a’ (153)

gdzie:

« C jest pewna stata

-a:1+—2‘/5%1.62
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3.2 Pierwiastki wielomianow

Szczegb6lnym rodzajem funkcji nieliniowych sg wielomiany

Wielomianem nazywamy funkcje:
w(z) = anz" +an 12" '+ .. +ax+ag  (154)

gdzie

e an #0
+ a; sa liczbami rzeczywistymi (lub zespolonymi) nazywanymi wspotczynnikami wielomianu

Liczbe naturalna n bedaca indeksem wspotczynnika przy najwyzszej potedze = w wielomianie w(z),
nazywamy stopniem tego wielomianu.

W okresleniu liczby i przedziatéw w ktérych znajduja sie miejsca zerowe wielomiandw przydatne sg
nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.2: Zasadnicze twierdzenie algebry

Wielomian w(x) stopnia n ma n pierwiastkdw zespolonych i moze by¢ przedstawiony w postaci:

w(z) = an(x —21)(x — 22) ... (T — 2p) (155)

gdzie z; sa jego pierwiastkami zespolonymi.

Wielomian o wspétczynnikach rzeczywistych moze by¢ przedstawiony w postaci iloczynu czyn-
nikow liniowych postaci (x — r;) odpowiadajacych jego pierwiastkom rzeczywistym r; oraz
czynnikdéw kwadratowych nierozktadalnych (22 +p;x +¢;) = (x — 2;)(x — 2;) odpowiadajacych
jego pierwiastkom zespolonym z; i Z; czyli

w(z) =ap(x—r1)(x—712)...(T — rk)(ac2 +pir+aq)... (x2 + psT + qs) (156)

Twierdzenie 3.3

Wszystkie pierwiastki wielomianu w(x) lezg w kole o promieniu

(max |al
|an‘

o=1+ (157)

Oznaczmy przez xo dowolne miejsce zerowe wielomianu
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1 1 1
=" [anxn‘f‘an—l ot ars tag (158)

xnfl

=apx" + a1z 4 .. ap_1z + ap

Z definicji tej wynika, ze jesli zo # 0, to ?10 jest miejscem zerowym wielomianu w(z).

Stosujac powyzsze twierdzenie do pierwiastkdw wielomianu s(x) otrzymujemy, ze:

Ogll?%{n |ak|

(159)
|ao|

[zo| < o1 =1+
Poniewaz .- jest pierwiastkiem wielomianu w (), a |zo| < o1, to0 = > L. Otrzymujemy stad nastepu-
jaca uwage:

Wszystkie niezerowe pierwiastki wielomianu w(x) leza na zewnatrz kota o promieniu

1 _ 1
ma. a
o1 1+ O<k§n‘ k‘
laol

(160)

| r

Przyktad 3.1

Znajdz przedziaty w ktorych znajduja sie rzeczywiste miejsca zerowe wielomianu:

w(z) = z* — 423 + 72% — 5z — 2 (161)

Dla wielomianu w(x) mamy:

max |a|
o=1+25E" 14 2-8 (162
|an] 1
1 1 1 1 2
o max |ag] 1+2 9 9 (163)
1 4 Oksn 2 2
|ao]

Zatem dla kazdego miejsca zerowego xg zachodzi nieréwnos¢:

<|wo| <8  (164)

NeRi
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Czyli pierwiastki rzeczywiste znajduja sie w zbiorze

a=[s-2ue] e

3.2.1 Schemat Hornera

Zastosowania Schematu Hornera:
Wyznaczanie wartosci wielomianu Zauwazmy, Ze obliczajgc warto$¢ wielomianu

w(x0) = anxl + an_12h t + ..+ a1z +ag (166)
w podanej we wzorze kolejnosci wymaga to n dodawanin+ (n —1)+...+1 = w mnozen.

Znacznie efektywniejsze jest obliczanie wartosci tego wielomianu w kolejnosci zgodnej z ponizszym
wzorem Hornera
w(zo) = ((-.. ((anzo + an-1)T0 + Apn-2)T0 ...+ a1)xo + ag (167)

W pierwszym kroku wyznaczania wartoSci wielomianu za pomocg algorytmu Hornera do sumy re-
prezentujacej warto$¢ wielomianu bierzemy wspétczynnik a,,, a nastepie w kazdym kolejnym kroku
przemnazamy dotychczasowg sume przez warto$¢ zo oraz dodajemy kolejny wspdtczynnik wielomianu
a;. Takie wyznaczanie wartosci wielomianu wymaga jedynie n dodawan i n mnozen.

Dzielenie wielomiandw przez czynnik liniowy Wielomian w(z) mozemy zapisaé w postaci:

w(z) = (z — zo)q(z) + r(x0) (168)

gdzie:

+ ¢(x) jestilorazem
+ 7(xzg) jest resztg z dzielenia tego wielomianu przez czynnik = — x

Wstawiajac x = xg otrzymujemy:

w(zo) = 7(0) (169)
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Stopien wielomianu ¢(z) jest o 1 mniejszy od stopnia wielomianu w(x), zatem moze on by¢ przedsta-
wiony w postaci:

q(x) =bp12" by 0™+ iz by (170)

Wstawiajac ¢(x) do réwnania i uwzgledniajac ze r(xg) = w(zg) jest wartoScig wielomianu w punkcie
xo mamy:

" +an_12" 1V + ..+ arz + ag
= (z — 20)(bp_12" + by 02" 2 4 ...+ bz + bg) + w(xp) (171)
=bp_12" + (bn_z — bn_lxo)xnil + ...+ (b() — bliL‘o)x — boxg + w(l‘g)

Poréwnujac wspotczynniki przy tych samych potegach po obu stronach réwnania otrzymujemy:

bn—1 =ay
bp—2 = an_1+ by_170

(172)

bo =ay + blxo

w(zg) = ag + boxo

Zauwazmy, ze wykonywane s3 tutaj identyczne dziatania jak w przypadku wyznaczania wartosci
wielomianu w(z) w punkcie z, a wartosci sumy uzyskiwane w kolejnych krokach sg warto$ciami
kolejnych wspotczynnikéw ilorazu ¢(z). Ostatnia uzyskana warto$¢ (warto$¢ wielomianu w punkcie
xp) jest jednoczesnie reszta z dzielenia wielomianu w(x) przez czynnik = — g

2025-05-20

3.2.2 Zastosowanie - Deflacja wielomianu

Jesli g jest pierwiastkiem wielomianu w(z), to jego reszta z dzielenia przez czynnik  — z jest rowna
zero i czynnik (z — xo) mozna wytaczy¢ z wielomianu w(x)

w(z) = (z—zo)q(z)  (173)
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W kolejnych krokach z uzyskiwanych ilorazéw ¢(x) mozna wytaczac kolejne pierwiastki wielomianu,
czyli dokonywac jego deflacje.

3.2.3 Zastosowanie - rozwiniecie Taylora - wyznaczanie pochodnych wielomianu

Dla dowolnego x (nie koniecznie pierwiastka wielomianu w(z)) mozemy n-krotnie (gdzie n to sto-
pien wielomianu) wykonywadé dzielenie kolejnych ilorazéw przez czynnik (x — ). Prowadzi to do
przedstawienia wielomianu w(z) w postaci

w(z) = apa™ + 12" P+ .+ ayz+ ap (a7

=cp(@—20)" +eno1(@—x0)" .. ez —x0) + o

gdzie wspétczynniki ¢; sg kolejnymi resztami z dzielenia przez czynnik (x — z¢)

Taka postac wielomianu w(z) jest po prostu rozwinieciem tego wielomianu w szereg Taylora. Jako ze
rozwiniecie wielomianu w szereg Taylora do wyrazu n-tego (numerujac od zera) jest doktadne (reszta
rozwiniecia jest rowna zeru). Takie rozwiniecie moze postuzy¢ do wyznaczania pochodnych wielomianu
w(z) w punkcie xg. Dla rozwiniecia w(x) w szereg Taylora mamy:

w™=1 (2
($—$0)2+. . .—|—(n_1§)!0)(x_x0)n1+

w'(z0) (:C—xo)+w/,2(";'30)

w(n) (I‘O) n

n! (z=20)

Poréwnujac wspotczynniki tego rozwiniecia ze wspotczynnikami ¢; mamy

w™ (z0) = ¢, - n!
w1V (zg) = cp1 - (n—1)!

(176)

w/(ﬂfo) =

w(zg) = co

Wyznaczone wartosci w(xg) i w'(xo) moga postuzyé do wykonania kroku metody Newtona w celu
wyznaczenia miejsca zerowego wielomianu w(z)

Stosujac schemat Hornera oblicz w(3) dla
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w(z) =zt — 423 + 722 — 5z — 2 (177)

1 -4 7 -5 -2
3 3 -3 12 21 (178)

‘1—1 4 7 19

w3)=19 (179

Przyktad 3.3

| V

Wykonaj deflacje wielomianu z poprzedniego przyktadu dla jego pierwiastka xg = 2

1 -4 7 -5 —2
2 2 -4 6 2 (180)

1 -2 3 1 0

Zatem

w(z) = (z —2)(2® — 222 4+ 3z + 1) (181)

Przyktad 3.4

| '

Znajdz rozwiniecie w szereg Taylora wielomianu z poprzednich przyktadéw w punkcie 2o = 3.

Wyznacz w”(3)
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€0

3 3 6 30
1 2 10 37
“ (182)
3 SE
1 5 25
c2
3 3
1 8
c3
1

3.3 Metoda Bairstowa

Metoda Bairstowa stuzy do wytaczania z wielomianu o wspo6tczynnikach rzeczywistych czynnika kwa-
dratowego nierozktadalnego.

Dzielac wielomian

w(z) = ant™ + ap_12" '+ .. farx+ag  (183)

przez tréjmian kwadratowy x? — ux — v uzyskamy reszte (wielomian 1 stopnia) postaci r(z) = by (z —

u) + by, mamy zatem

n

Z apz® = (2% — uz —v) (i bk$k_2> +bi(z—u)+bo (184)
k=2

k=0

gdzie przyjmujemy b,11 = b,12 = 0 i poréwnujac po obu stronach wspédtczynniki wielomianéw
otrzymujemy wzér rekurencyjny

a; = —vbjro — ubip1 + b; czyli b = ag + ubgy1 + vbgio (185)

Aby dokonac teraz deflacji wielomianu w(z) tréjmianem kwadratowym nierozktadalnym wystarczy
znalez¢ taki trojmian kwadratowy (wspotczynniki w i v), ze by (u, v) = by(u,v) = 0. Mozna to zrobic
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stosujgc metode Newtona dla uktadéw rownan. Potrzebujemy jednak wéwczas wartosci pochodnych
funkcji by (u, v) i by(u, v). Wyznaczy¢ je mozna ze wzoru rekurencyjnego uzyskanego i rozniczkowane
rownanie rekurencyjne wzgledem u i wzgledem r. Jesli oznaczymy sobie ¢, = % idy = 81’8’“;1 ,to

bioragc pochodna po u mamy:

by, oby,
ck =bpt1 + Cpy1 U+ VChpo = bpy1 +u 31—;1 +v 6;—2

(186)

a biorac pochodna po v

ob, . Ob Oby. 11
b _dk_uav +bg41 + v 0

= bpy1 +udp1 + vdgyo (187)

Poniewaz wzory te sg identyczneic,i1 = ¢, = d, 11 = d,, = 0, wartosci tych pochodnych takze s3
identyczne (mozna je wyznaczac tylko raz)
Dla danego przyblizenia (u, v), kolejne przyblizenie bedzie miato posta¢ (u + du, v + dv). Stosujac

metode Newtona do by(u + du, v + dv) = 0 mamy:

0by 0bg

b —4 — v = 1
o(u,v) + 9 u+ 5, 00 0 (188)
oby oby .
b b , , . e
Poniewaz @ = ¢p, Q = ¢1, zatem ten uktad rownan mozna zapisac jako:
ou ov
c ¢ ou —bo(u,v
o _ [ Polw:?) (190)
c1 ca| |dv —b1(u,v)
| rozwigzujac ten uktad réwnani liniowych mamy: J = coca — 2
b1 — c2b by — cob
bu= AL sy = TR (191

Zatem nowym przyblizeniem wspotczynniku tréjmianu jest u + du, v + dv i w kolejnych krokach
wyznaczamy kolejne przyblizenia, az do uzyskania satysfakcjonujacej doktadnosci wspotczynnikow.
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3.4 Metoda Laguerre’a

Metoda Laguerre’a jest metodg iteracyjng stuzaca do wyznaczenia pierwiastkow wielomianéw. W me-
todzie tej dla i-tego przyblizenia pierwiastka () wyznaczamy wartoéci liczbowe A, B, C' na podstawie
ktérych wyznaczamy kolejne przyblizenia pierwiastka. Wartosci te wyrazajg sie wzorami:

w//(x(i)) 1

Cemy  BeA-UES o= (Ai Jn—1)nB - A2)) (192)

gdzie n jest stopniem wielomianu, a znak przy wyznaczaniu wartosci C' powinien byc¢ tak dobrany, aby

|C| byta jak najwigksza. Kolejne przyblizenia pierwiastka jest réwne z(+1) = () 4 L

2025-05-27

Achtung! 6

Terminy egzamindw sa dostepne (czy beda dostepne) na stronie doktora

4 Interpolacja

Interpolacja przyblizenie nieznanej funkcji na podstawie przyjmowanych przez nig wartosci w zada-
nych punktach jej dziedziny za pomoca funkcji majacej w tych punktach te same wartosci co
nieznana funkcja nazywamy interpolacja.

Funkcja interpolowana, interpolujaca Nieznang funkcje nazywamy funkcja interpolowana, a funk-
cja ktéra jg przybliza funkcja interpolujaca

Wezty interpolacji Punkty dziedziny funkcji interpolowanej w ktorych jej wartosci sa znane nazy-
wamy weztami interpolacji
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(x'b J(Jm

(%X, 362))

(x,, 3

(%o, 3@ (x,, Jexd)

h\'g

Rysunek 2: Przyktad funkcji interpolujacych

4.1 Interpolacja wielomianowa

W interpolacji wielomianowej funkcja interpolujaca jest wielomian mozliwie najnizszego stopnia. W
interpolacji wielomianowej dla danych n + 1 punktéw zg, 1, . . . , T, W ktorych interpolowana funkcja
przyjmuje odpowiednio wartosci 4o, y1, - - - , yn, SZukamy takiego wielomianu w(z) stopnia n, ze

w(z;) = y; dla 0<i<n (193)

Twierdzenie 4.1

Jezeli f : R — R,axg,x1,...,T, s3 parami roznymi liczbami rzeczywistymi, to istnieje doktad-
nie jeden wielomian stopnia co najwyzej n spetniajacy warunek

w(z;) = yi dla 0<i<n (194)

Zauwazmy, ze jesli f(xzg) = yo, to wielomian wy(x) = yo interpoluje te funkcje. Jezeli chcemy, aby
wielomian ten interpolowat takze funkcje f w punkcie z1 w ktérym f(x1) = y1, wystarczy dodac
do niego sktadnik zerujacy sie w z (aby nie zmieniat wartosci w punkcie x) i modyfikujacy wartos¢

wielomianu wy(x) w punkcie z1, zatem
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w(z1) = wo(z) + c1(x — x9) = yo + c1(x — o) (195)
gdz|e = u
Tr1 — X0

Postepujac analogicznie otrzymujemy
wa(z) = wi(x) + co(x — x0)(x — x1) (196)

Y2 — wi(z2)
(z2 — z0)(z2 — 21)

gdziecp =

Wzor interpolacyjny Newtona Ogdlny wzér na wielomian interpolujacy ma zatem postaé

—_

i

k —
wy(x) = Z Ci
i=0 j=

k
(x —z;) => cq(z) (197
0 i=0

Jest to tzw. wzér interpolacyjny Newtona.

Poniewaz wyznaczanie wspotczynnikéw c; z tego wzoru jest kosztowne i moze powodowaé duze
btedy zaokraglen, dlatego wygodniejsze jest wyznaczanie tych wspotczynnikéw za pomoca tzw. wzoru
r6znicowego.

Wprowadzmy nastepujgce oznaczenie ilorazéw réznicowych rzedu pierwszego
flzi) = f(x) ilorazow réznicowy rzedu pierwszego (198)
llorazy roznicowe rzedu k + 1 definiujemy za pomoca ponizszego wzoru rekurencyjnego

f[:Bl?a:Qa' . .,J]k] - f['r(bxh' . 'axk—l]
Ty — Zo

flzo,z1,. . 2x] = (199)

Przy tak zdefiniowanych ilorazach réznicowych, mozemy za ich pomoca zdefiniowaé wartosci wspot-
czynnikow c; ze wzoru interpolacyjnego Newtona za pomocg zaleznosci

C; = f[l‘o, Tlye-- ,:L‘Z'} (200)

Zatem wzoér interpolacyjny Newtona przybiera postac

k—1
w(z) = Zf[$0,$1,---,$k] : H(fc—:z:j) (201)
j=0
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llorazy réznicowe najwygodniej jest wyznaczac w postaci tabeli

Z flzo] flzo, z1] flzo, z1, x2) flzo, x1, x2, 23]
a1 flaa] flwy, o] flay, x2, 3]

T2 [lwa] flwe, 23]

T3 [fls]

Wtedy wyrazy znajdujace sie w pierwszym wierszu stanowia kolejne wspétczynniki c;

Przyktad 4.1

Wyznacz postac wielomianu interpolacyjnego Newtona dla punktow
Xy
5 1
-1 -23
-6 -54
0 -954
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5 1 2 3 4
-7 -23 -31 -17
-6 -54 -150
0 -954
flwo] = flza] _ —23-1
= = = % 202
flwo, 1] p— ——F (202)
flzo] — flza] _ —54+23
= = =-31 2
flz1, z2] pra— mron 3 (203)
—954 + 54
=———=-1 204
flw2, 3] 016 50 (204)
flz1, 2] — flzo,71] —31—2
= = =3 205
flzo, 21, 22 pr— - (205)
-1 1
f[iL‘l,.%'Q,wg] = 5)(1_—’,_73 =—17 (206)
- 17-3
s i ]| = flay, zo, m3] — flzo, 21, 20] —4 (207
r3 — X0 0—-5
Wielomian interpolacyjny ma postac
wx)=1+2-(x—5)+3-(z=5)(z+7)+4-(z=5)(z+7)(z+6) (208)

Z algorytmicznego punktu widzenia wygodniej jest wyznaczac ilorazy réznicowe “od dotu” nadpisujac
poprzednie wartosci. Dzieki temu do wyznaczenia wspotczynnikéw ¢; wystarczy jedynie (n + 1)-
elementowy wektor.

Posta¢ Newtona nie jest jedyng postacig w jakiej wielomian interpolacyjny moze by¢ wyrazony. Oczy-
wiscie na mocy jednoznacznosSci wielomianu interpolacyjnego wszystkie inne postaci wielomianu

interpolacyjnego dotycza tego samego wielomianu, réznia sie jedynie sposobem jego zapisu.

Wielomian interpolacyjny w postaci Lagrange’a wyrazamy jako nastepujaca sume

w@) =3 @) (200
k=0
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gdzie

» yi jest rzedng w naszych weztach
+ lx(z) sa wielomianami ktore przyjmujg wartos¢ 1 dlaz = x i0dla z = z;, gdziei # k

Dzieki temu po wstawieniu do wzoru (209) w miejscu = punktu x; uzyskamy wartosc¢ y; (jedynym
niewyzerowanym sktadnikiem sumy bedzie y;l;(x;) = ;). Aby wielomiany [;(x) zerowaty sie dla z;,
gdzie j # i, musza mie¢ postac:

li(x) =clzr —zo)(x — 1)+ (x —xi1)(x — mig1) -+ (& — ) (210)

za$ stata c jest tak dobrana aby [;(x;) = 1, czyli ostatecznie

L(r) =[] =2 (0<i<n) (211)

j=0 Ty — Ty
JF#i
a
n n T .'1;]
wa) =Y u[[ —F  (212)
k=0  j=0"" J

Przyktad 4.2

Dla punktow z poprzedniego przyktadu
Xy
5 1
-7 -23
6 -54
0 -954
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wyznacz posta¢ wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a

Mamy:

@+D@+6r 1 o orer)  (213)

_ (x=5)(x+6)x 1
li(z) = T (T 0T —8—4(1' —5)(xz +6)z (214)

(=5 +T 1
lo(x) = (6 -5) (61 7(—6) 7%(93 —5)(x+ Tz (215)

ly(z) = ((f) = i;ggfggig; _ —%O(x 5@+ N(@+6)  (216)

i wielomian interpolacyjny ma postac

w(z) = lo(x) — 2311 (z) — 54la(x) — 954i3(x) (217)

Wielomian interpolacyjny mozna réwniez przedstawic¢ w postaci:

w(z) = apz" + an1z" 7+ aiz + ag (218)

Zadanie interpolacyjne polega wowczas na wyznaczeniu wspotczynnikéw ay,, ay—1, . . ., a1, ag

Dokonuje sie tego rozwigzujac uktad rownan liniowych takiej postaci:

1 zo =j zy ag 20

1 = x% 7 ai Y1

1w 23 - 2% |a2| = |y (219)
1 2 .. g
1z, Tyl |[On] | Yn |

Btad interpolacji mozna oszacowac za pomoca ponizszego twierdzenia

Twierdzenie 4.2

Jesli f € C™*1[a; b], a wielomian w(x) stopnia co najwyzej n interpoluje wartosci funkcji f w
n + 1 réznych punktach: g, z1, . . ., z,, przedziatu [a; b], to dla dowolnego = € [a; b] istnieje
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punkt &, € (a;b) taki, ze

f(z) —w(z) = B FE) - H(w —z)  (220)

2025-06-03

4.1.1 Wielomiany Czebyszewa

Jesli mamy mozliwo$¢ wyboru weztéw interpolacji, to mozna je dobrac w taki sposob, aby zminimali-
zowac btad interpolacji. Stuza do tego miejsca zerowe wielomianéw Czebyszewa.

Wielomianami Czebyszewa nazywamy wielomiany zdefiniowane za pomoca ponizszego wzoru re-

kurencyjnego:
To(z) =1
Ti(z) =z (221)
To(x) = 22T—1(x) — Th—2(x) (n>2)

Twierdzenie 4.3

Jedli f € C"t1[—1;1], a wielomian w(z) stopnia co najwyzej n interpoluje warto$ci funkcji
f wn + 1 punktach, ktére sg miejscami zerowymi wielomianu Czebyszewa T}, () postaci

21+ 1
T; = COS <W> (0 <i < n),todladowolnego z € [—1; 1] mamy
2n + 2

_ - (n-+1)
(@) —w(@)| S oy max, [f0w)| (@222

4.1.2 Interpolacja Hermite’a

Zadanie interpolacyjne mozna uogélnié na sytuacje w ktorej zadamy aby nie tylko wartosci funkgji
interpolowanej i wielomianu interpolujgcego w weztach interpolacji byty rowne, ale takze, aby rowne
byty wartosci pochodnych w tych weztach, az do pewnego rzedu. Wymagamy zatem aby wielomian
interpolujacy spetniat warunki w') (z;) = ¢;; (0<j <k —1,0 <i<m)

gdzie ¢;; jest wartoscia j-tej pochodnej funkcji interpolowanej f w punkcie z;. Liczbe takich warunkéw
oznaczamyprzezn+1=ko+ ki + ...+ kn,
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Twierdzenie 4.4

Istnieje doktadnie jeden wielomian w(x) stopnia co najwyzej n spetniajacy powyzsze warunki
interpolacji Hermite’a.

Rozwigzanie tego problemu mozna uzyskac stosujac wzor Newtona i uogdlniajac pojecie ilorazéw
roznicowych.

Uporzadkujmy wezty niemalejgco biorac kazdy wezet z; k;-krotnie (tyle razy, ile mamy warunkéw
na pochodne i wartos¢ funkcji w wezle x;). llorazy réznicowe f[xg, x1, ..., x,] definiujemy teraz za
pomoca wzoru

1
flenmi . m) = — M) (223)
n+1
jeslizg = x,, i za pomocg wzoru
flzo,x1,...,zp] = flev oo, ’:U”i __fz[;o’xl’ o] jeslizg # (224)
n

Wzor interpolacyjny Newtona ma takgq samg postaé, jak w klasycznym wzorze Newtona, ale uwzglednia
dodatkowo krotnos¢ weztdéw (wyrazenia (z — z;) moga wystepowad w wyzszych niz 1 potegach)

Przyktad 4.3

Znajdz wielomian interpolacyjny w(x) spetniajacy warunki:

Tabele ilorazéw réznicowych ma wéwczas postac:

zo  flwo]  flzo, o] flzo, 2o, 1] flzo, o, z1, 1] flzo, o, z1, 71, 21]
zo  flzo]  flwo,z1]  flwo, 21, 21] flzo, 21, 21, 71]

zr fle]  flenm] o fle @]

1 flm] flan, @]

1 flw]
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Tabela ilorazéw réznicowych ma wéwczas postac:

flza] — flwo] _ 6-2

= / — / 1 — _ _ _4
flzo, o) = f'(xo) =w' (1) =3 flzo, 1] 2 o2
- 4—-3
= 2)=1T7 _ f[x(]axl] f[.ZU(),:EO] _ I
flz1, z1] = w'(2) flxo, o, 71] 2 o
f[x()amlaxl] - f[x17f1}‘1]—f[x07x1] —_ 7T—4 —3
r1 — Zo 21
1 1" 8
flzi, @1, 21] = Bl (2) = = =4 (226)
— = ]l
f[l’o,ﬂ;’o,.’]:’l,xl] — f[l'(),l'l,.%’l] f[~1'07$0,$1] _ 3 _ 5
1 — X0 2 -1
f[m()’xl,xl,l'l] = f[xl’xl’xl] — f[x()?xl:xl] _ 4—3 1
r1 — o 21
— 1-2
flzo, xo, 1,71, 71] = flwo, z1, 21, 21] — flro, x0, 1, 21] .

Tr1 — X0 _2—1_

1 2 4 3 1
2 6 7 4
2 6 7

2 6

| ostatecznie

wz) =243z -1 +(z-12+2x-1)>%(z—-2)— (z —1)%(z — 2)? (227)

4.2 Interpolacja funkcjami sklejanymi

Zdefiniujmy pojecie funkcji sklejanej stopnia k

Funkcja sklejana stopnia & dlan + 1 weztéw g, t1, ..., t, takich, ze ty < t; < ... < t,, danej liczby
catkowitej k funkcja sklejang stopnia k& nazywamy taka funkcje s, ktora:

« Wkazdym z przedziatow [t;; ¢;11) dla (0 < i < n—1) jest wielomianem stopnia co najwyzej
k
+ Maciagta k — 1 pochodng w przedziale [to; t,,]
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Szczegblnie czesto w praktyce znajduja zastosowanie funkcje sklejane trzeciego stopnia (szeScienne). Sa
to zatem funkcje ktore miedzy weztami sa wielomianami co najwyzej trzeciego stopnia majace wszedzie
ciggta druga pochodna. Aby jednoznacznie okreslic taka funkcje musimy wyznaczy¢ wielomiany S;
stopnia 3 w kazdym z przedziatéw [t;; t;+1]. Kazda z takich funkcji posiada 4 wspétczynniki, zatem
nalezy wyznaczyc¢ 4n wspotczynnikow. Warunki ciggtosci funkcji S w weztach wewnetrznych

Si—1(t:) = yi = Si(t:;)  (228)

w potaczeniu z warunkami na wartosS¢ funkgji S w weztach brzegowych

So(to) = vo Sn—1(tn) = yn (229)

daja tacznie 2n réwnan wigzacych wspotczynniki wielomiandw S;.

Ponadto mamy n — 1 warunkow na ciggtos¢ pierwszej pochodnej i tyle samo warunkéw na ciggtosc
drugiej pochodnej w weztach wewnetrznych

i1 (ti) = Si(t:) 1<i<n-—1

(230)
"ty =8't) 1<i<n-1

Mamy zatem 4n — 2 rdwnan z 4n niewiadomymi. Najczesciej przyjmuje sie dodatkowo, ze S” (ty) = 0
oraz S”(t,) = 0 - otrzymujemy wowczas tzw. naturalng funkcje sklejana.

Wprowadzmy oznaczenie S”(t;) = z; oraz h; = t;+1 — t;. Poniewaz funkcje S; sg wielomianami
trzeciego stopnia, zatem ich drugie pochodne sa funkcjami liniowymi, na kofcach przedziatu [¢;, ;1]
przyjmujace odpowiednio wartosci z; i z;11 zatem pochodne te maja postac:

; zi 2+ 1
"(x) = Z(tisq —

(x—t;)  (231)
Catkujac dwukrotnie te rownos¢ otrzymujemy

Zi z+1
Si(x) = = (tip1 — 2)* + “o— (2 = ;)° + Oz — t;) + D(tiy1 —x)  (232)
6h; 6h;
Wstawiajac do tego rownania z = t; i pamietajac, ze S;(t;) = v;, wyznaczamy D = (%— — Z"T’”) i
podobnie wstawiajac x = h; 1 do rownania powyzszego i pamietajac, ze S;(t;+1) = yi+1 Wyznaczamy

C = (% - Z”Tlhi), czyli ostatecznie
1
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Zq

6h;

i i i+ i zih
(i1 =) + o (o= b + (55 = S @ =) 4 (=

Siz) = 6h; hs 6 h; 6

Jtisr—x)  (233)

W celu wyznaczenia wartosci z;, korzystamy z warunkow na ciggto$é pierwszej pochodnej w weztach

wewnetrznych. Mamy

/ 2 9 Zitl o L Yitl  Zit1l vi  zihg

(2) = = (tip1 — SAZ YA - N 234

) = ot =) S g2 (M By (B ()
Czyli

hizi  hizigr Y Yit1
() = — =0 el 2
i
hicizi-1 hic1zi i1 Yi
() = — 236

Przyréwnujac do siebie prawe strony tych rownosci (jest to warunek ciggtosci pierwszej pochodnej w
punkcie ;) uzyskujemy rownania

6
hi—1zi—1 + 2(hi—1 + hi)zi + hiziy1 = E(%’Jrl —Yi) — Ty

dlal <i <n — 1zdodatkowymiwarunkamizy = z, =0

2025-06-10

Oznaczajac u; = 2(h;—1 + h;), b; = }%(yi_i_l — i), v; = b; — b;—1, otrzymujemy tréjprzekatniowy uktad

rownan liniowych postaci:

_ul hl 0 0 0 e 0 17 Z1 ] [ V1 ]

h1 u9 hg 0 0 e 0 Z9 (%)

0 hg us hg 0 s 0 z3 = V3 (238)
L 0 O 0 -+ 0 hpo Up—1| [Fn—1] | Un—1 |
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z ktérego mozemy wyznaczyé wartosci z;. W ten sposob wszystkie parametry funkcji S;(x) we wzorach
(233) zostaty wyznaczone i mozna z tych wzorow korzysta¢ do wyznaczania wartosci funkcji sklejanej.
W tym celu nalezy najpierw wyznaczy¢ przedziat [t;, t;11) w ktorym znajduje sie warto$¢ argumentu z.
Wz6r (233) mozna zastapic jego lepsza z punktu widzenia arytmetyki zmiennopozycyjnej wersja:

filz) =yi + (x = ){Ci + (z — ;) [Bi + (z — ;) Ai]}  (239)

gdzie
CA = Zi41 — %4
! 6
Zi
L] 7 5 1
e O = — (241 +22) + — (yis1 — vi)
6 hi

Pojecie naturalnej funkcji sklejanej mozna uogdélni¢ na funkcje sklejang dowolnego nieparzystego
stopnia 2m + 1. Taka funkcja jest wielomianem stopnia co najwyzej 2m + 1 w przedziatach [t;; t;41), w
weztach wewnetrznych majaca ciggte wszystkie pochodne, az do pochodnej rzedu 2m wtacznie

Zdefiniujmy
", x>0
T = (240)
0, =x<0

Ogoblna postaé funkcji sklejanej stopnia 2m + 1 moze by¢ wyrazona za pomoca wzoru:

gdzie wspotczynniki b; mozna wyznaczy¢ z uktadu réwnan liniowych.
n .
» biti =0, da0<i<m  (242)
=0

Aby wyznaczy¢ wartosci wspotczynnikow a;, we wzorze na S(x) w miejsce x nalezy wstawic wartosci
pierwszych wspotrzednych weztéw ¢; (czyli odciete tych weztow) pamietajac, ze S(t;) = y;. Uzyskujemy
w ten sposob m+n—+2 niewiadomymi (wspotczynniki a; i b;), zatem wzér na S(x) moze by¢ wyznaczony
jednoznacznie. Mozna pokazaé, ze istnieje doktadnie jedna funkcja sklejana 2m + 1 dla danego uktadu
n + 1 weztéw (t;, y;)
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4.3 Interpolacja trygonometryczna

Interpolacja wielomianowa nie daje zadowalajacych efektow w zastosowaniach do interpolacji funkgji
okresowych. Do tego celu stosuje sie interpolacje trygonometryczna. Dla ustalenia uwagi w interpolacji
trygonometrycznej przyjmuje sie, ze okresem podstawowym funkgji interpolowane;j jest 27. Jezeli tak
nie jest, a interpolowana funkcja g(y) ma okres podstawowy rowny ¢, to dokonujac zamiany zmiennej

2rx

zgodnie ze wzorem y = =7= otrzymujemy funkcje:

tx

f@) =g (243)

ktorej okres jest rowny 27.

Kazda funkcje o okresie 2 mozna zapisaé w postaci 1ag + 332, (ay, cos kz + by sin kx), gdzie wspot-
czynniki ay, i b, wyrazaja sie za pomoca wzoréw

1 L
o= / F(t)coskt dt b= / f(t)sinktdt  (244)

Jest to tzw. rozwiniecie funkcji okresowej w szereg Fouriera.

Analiza Fouriera przyjmuje o wiele wygodniejsza postac, jesli uwzgledni sie w niej liczby zespolone w
postaci wyktadniczej, ktérg z postacia trygonometryczna wigze wzér Eulera (jesli rozwazamy funkcje
rzeczywista to istotna bedzie jedynie cze$¢ rzeczywista transformaty Fouriera).

' = cos ¢ + isin ¢ (245)

Istotg interpolacji trygonometrycznej jest znalezienie wspotczynnikéw c; tzw. wielomianu wyktadni-
czego stopnia n postaci

n

P,(z) = Z c;jet = Z cj(e)? (246)
=0

j=0
ktory w weztach interpolacji przyjmuje te same wartosci co interpolowana funkgja f.

Mozna pokazad, ze istnieje doktadnie jeden wielomian wyktadniczy stopnia co najwyzej n interpolujacy
funkcje w n + 1 weztach.

W zastosowaniach praktycznych rzadko pojawia sie potrzeba wyznaczenia wielomianu interpolacyj-

nego wyktadniczego w dowolnie dobranych weztach. Najczesciej stosuje sie te metode do rownolegtych

2k

weztow interpolacji postaci zj, = 7%

i do takich weztdw sie ograniczymy.
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Wspétczynniki c; wyktadniczego wielomianu interpolacyjnego wyrazaja sie wzorem

: LS jenen iyt @)

k=0

Wielomian interpolacyjny P, (x) mozna takze przedstawi¢ w postaci trygonometrycznej:

1 “ ]
P,(z) = 200 + Z(aj cos jx + bjsin jz) + S dmi1 cos(m + 1)z (248)
j=1
gdzie

a 2 z": f(xg)cosjx
j = k k

§=0,m=12  dlanparzystych e B

. . oraz 5 (249)

0 =1,m = "5=, dlan nieparzystych b; = Z Fay) sin jzy

n+1 b

4.3.1 Szybka transformata Fouriera (FFT)

Wyznaczanie wspétczynnikéw wyktadniczego wielomianu interpolacyjnego ¢; ze wzoru (247) wymaga
n wymagan i n mnozen na kazdy wspotczynnik. Zatem ztozono$¢ obliczeniowa wyznaczania wszyst-
kich wspétczynnikdéw jest rzedu O(n?). Ztozono$¢ te mozna jednak zmniejszyé do rzedu O(n log n)
stosujac algorytm szybkiej transformaty Fouriera (FFT - Fast Fourier Transform). Szczegélnie wygodna
forme przyjmuje algorytm FFT dla liczby weztéw bedacej potega dwdjki. Istote algorytmu jest podziat
w kazdym kroku weztdéw na parzyste i nieparzyste i tworzenie osobno wyktadniczych wielomianéw
interpolacyjnych dla obu tych grup weztoéw. Wspotczynniki wyktadniczego wielomianu interpolacyj-
nego taczacego obie te grupy weztdw wyrazaja sie tatwo za pomoca wspotczynnikéw wielomiandéw
interpolujacych kazda z tych grup z osobna.

Kresem tych podziatéw na grupy parzystych i nieparzystych weztéw jest otrzymanie pojedynczego
wezta, ktory jest oczywiscie interpolowany przez warto$¢ funkeji w tym wezle, czyli jest postaci:

Py(x) = co(e™)’ = co = fxo)  (250)

gdzie z g jest tym pojedynczym weztem interpolacji
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Wezly

(07 1) 2’ 3’ 4’ 51 6) 7)

parzyst/ Xleparzyste

(135,9)
parzyste / Yeparzyste parzys / NJrieparzyste

(o,
/ /A
/\6'\0/\({37—41;

Rysunek 3: rysunek

Zalezno$¢ rekurencyjna pomiedzy wspdtczynnikami tych wielomiandw interpolacyjnych okresla po-

nizsze twierdzenie

Twierdzenie 4.5

Niech p(z), g(x) beda wyktadniczymi wielomianami interpolacyjnymi interpolujacymi odpo-
wiednio parzyste i nieparzyste wezty postaci

n—1 n—1
=Y 0@y @)=Y BV (251)
j=0 §=0
Woéwczas wielomian wyktadniczy interpolujgcy wszystkie te wezty ma postac:

2n—1

= ey (252)
j=0

gdzie
1 1 i
da0<j<n—-1 v;= 2(1]—1—2 e i
1 1 L (253)
Tn+j = 5'7]’ 2 j
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Przyktad 4.4

Wyznaczy¢ postac wielomianu interpolacyjnego dla funkgji f interpolujaca ja w dwdch punktach

(n=1)
Mamy - xg = —2'2'” =0,-z1 = —2'5” =m

Wielomian p(x) = f(x¢) = f(0) = « interpoluje zatem funkcje f w wezle x(, a wielomian
q(z) = f(x1) = f(7) = By interpoluje funkcje f w wezle z;.

Na podstawie tych dwoch wielomiandéw mozemy skonstruowac wielomian P interpolujacy
funkcje f w obu tych weztach. Mamy:o

1 1 _mio 1

T = 500 + 56_750 = §(f(0) + f(m)  (254)

=40 = 200~ 5 R fo = Tag — 3P0 = 3(F(0) ~ f(x)  (255)

A wielomian interpolacyjny ma zatem postac

P(@) = 5(F(0) + f(m) + 3(F(0) — Fm)e™  (256)

2025-06-17

4.4 Aproksymacja sredniokwadratowa

Niech p(x) > 0 bedzie funkcjg wagowa taka, ze

/bp(a:) dx < 0. (257)

Mozemy wéwczas zdefiniowac iloczyn skalarny funkgji f i g za pomoca wzoru

b
(f.g) = / p(z)f(z)g(x) dz  (258)

Oraz norme funkgcji f jako || f|| = v/(f, f)

Zadaniem aproksymacji jest znalezienie takiej funkcji h* € U, (gdzie U jest pewnym podzbiorem
funkcji wsrdd ktorych poszukujemy aproksymacji funkgcji f), ze || f — h*|| = minpey || f — |-
Funkcje h* nazywamy elementem optymalnym (najlepszym przyblizeniem) dla funkcji f wzgledem
zbioru U. Dla danej funkcji f istnieje doktadnie jeden element optymalny.
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Wielko$é ey (f) = ||f — h*|| nazywamy btedem aproksymacji.
Niech ciag f; bedzie baza funkcji z U. Wtedy element optymalny h* € U dla funkcji f mozna zapisa¢ w

postaci

h* = i aifi (259)
=0

Wspotczynniki «; elementu optymalnego znajdujemy rozwigzujac uktad rownan liniowych postaci:

n

=0

Macierz A tego uktadu réwnan jest symetryczna bo (f;, f;) = (f;, fi)

Przyktad 4.5

Znajdz element optymalny dla f(z) = |x| w przedziale [—1, 1] dla U - wielomianéw co najwyzej
3-go stopnia zbaza fo(x) = 1, fi(x) = z, fo(x) = 2% i p(z) = 1.
Mamy wtedy

L gititl 1 0, i+ j nieparzyste
(fi, f7) =/ o dr = ﬁ) =1 . (261)
1 L] =il T 1 parzyste

1 i 0, i nieparzyste
(5,50 = [ lela da:={ (262)

2 .
T, Lpa rzyste

Uktad réwnan do wyznaczenia o; ma postac

ao(fo, fo) + aa(f1, fo) + aa(f2, fo) = (£, fo)
ao(f07fl)+a1(f17f1)+a2(f25f1):(fafl) (263)
ao(fo, f2) + a1(f1, f2) + a2(fo, f2) = (f, f2)

20&0—}—%0(2 =1

Rozwigzujac ten uktad réwnan otrzymujemy ap = =, 01 = 0, a2 = 12
czyli elementem optymalnym dla f(z) = |z|jest h*(z) = 15 + 152
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4.5 Metoda najmniejszych kwadratow

Zdarzasie, iz nie dysponujemy postacig aproksymowanej funkgji f, a jedynie jej wartosciami w pewnych
punktach x;.

Poszukujemy woéwczas funkcji f € U, gdzie f(z) = Yo a;fj(x) takiej, ze p(ap, 01, .., an) =
> (f(xs) — yi)? osiaga minimum.
i=0

Stosujemy woéwczas metode najmniejszych kwadratow w ktorej postepujemy analogicznie jak w zwy-
ktej aproksymacji, czyli znajdujemy wspotczynniki o; z uktadu réwnan liniowych

Y oai(fi fi)=(y. f) dai=0,1,....,n  (265)
j=0
przy czym iloczyny skalarne sg zdefiniowane jako:

God) = S0 Fe i) (266)
k=0

m

(. fi) =D wyefilxr) (267

k=0
Metoda najmniejszych kwadratéw ma doktadnie jedno rozwiazanie.

Przyktad 4.6

Znajdz funkcje liniowa najlepiej dopasowang do danych (w sensie metody najmniejszych kwa-
dratow)

wl 1| s | 4 |6

(268)
Yi

-2,1 ‘ -0,9 ‘ —0,6 ‘ 0,6 ‘ 0,9

Mamy fo(x) = 1i fi(x) = z i poszukujemy funkdcji f(z) = ag + oz, gdzie

{ozo(fo,fo) talfufo)=@h) 0

ao(fo, f1) + a1 (f1, f1) = (y, fr)

T Yy fo(z;) fi(xi) fi(zi) fi(zi)  yfi(xi)
1 -2,1 1 1 1 -2,1
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3 -0,9 1 3 3 -2,7
4 -0,6 1 4 16 2,4
6 0,6 1 6 36 3,6
7 0,9 1 7 49 6,3
> 2,1 5 21 111 2,7
= (Y, fo) (fo, fo) (fo, f1) (f1, fr) (y, f1)
Czyli uktad réownan ma postac
Sagp + 2lag = —2,1
0 ! (270)
21ap + 111lay = 2,7
Rozwigzaniem tego uktadu rownan sg oy = —2,542, a3 = 0,5053
Zatem elementem optymalnym jest funkcja
flz) = —2,542 40,5053z (271)

5 Rozniczkowanie i catkowanie numeryczne

5.1 Rozniczkowanie numeryczne

pomijamy

5.2 Catkowanie numeryczne

W przypadku catkowania numerycznego postepujemy analogicznie jak w przypadku rézniczkowania.
Stosujemy najpierw interpolacje Lagrange’a a nastepnie catkujemy otrzymany wielomian interpola-
cyjny. Dostajemy wowczas:
b b n b n
/ f(z) de ~ / wiz)dr =3 [ fl@i)- / L) do ) =3 Aif(z)  (272)
a a i=0 a 1=0

Wzory w ktérych wartosé catki przyblizamy poprzez sume iloczynéw wartosci funkcji w weztach po-
mnozone przez pewne wspotczynniki A; nazywamy kwadraturami. Jesli wspotczynniki A; maja taka
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postac, jak we wzorze powyzej, to takg kwadrature nazywamy kwadraturg Newtona-Cotesa. WielkoSci

(n+1) b1
btedéw w kwadraturach Newtona-Cotesa wyrazajg sie wzorem fi(f) / H(a: — x;) dx.
(n+ ! Ja ;5

dla pewnego ¢ € (a;b)

Biorgc we wzorze (5.2.5) n. = 1 (czyli 2 wezty interpolacji) mamy:

b by — x —b)?

Aoz/a lg(:c)d:v:/a a_ZdA:;(a_bé)Z:;(b—a) (273)
b bx_a ZL'_(IQ

Alz/a hw)do= [ b_adx:é(b_i)l;:;(ba) (274)

50— a)(fa) + 50— a)f() = 50— a)(fla) + F0))  (275)
i otrzymujemy tzw. wzor trapezéw

1

b
/a f@)dz~ —(b—a)(f(a) + (b))  (276)

[\

Btedem tej kwadratury jest warto$¢ —-5 (b — a)? f”(£) dla pewnego & € (a;b)

Aby poprawi¢ doktadno$¢ wzoru trapezéw caty rozwazany przedziat (a; b) mozna podzieli¢ na pod-
przedziaty punktami z;, takzea = 29 < 1 < ... < x,_1 < x, = ba nastepnie do kazdego z tak
tworzonych podprzedziatéw zastosowac wzor trapezéw (i zsumowac obliczone catki na kazdym z
podprzedziatéw). Otrzymujemy wowczas tzw. ztozony wzor trapezéw

[ rrae=3 [" ) des 33 - w0l @) @)

i1 i=1

Jesli przyjmiemy, ze punkty ; sa rowno roztozone w przedziale (a, b), czyli podprzedziaty s3 jednakowej

dtugosci rownej h = b_Ta, ax; = a+ ih, to otrzymujemy nastepujaca postac ztozonego wzoru
trapezow.
b 1 n—1 .
[ f@ e Shif@ +2 Y fa+ih) + B)(279)
@ i=1
| btad bedzie réwny
1

(b—a)’f"(&) dla € (a,b) (279)

1212
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Biorac we wzorze (5.2.5) n = 2 (czyli 3 rownoodlegte wezty interpolacji zp = 0,21 = “*b , Lo = b),

mamy

Agz/blg(m)d:n:é(b—a) (282)

i otrzymujemy tzw. wzér Simpsona:

[ s — Ol 45+ ) (289

(=2 \

Btedem tej kwadratury jest wartos$¢ — 2880(1) a)’f@(€) dlapewnego ¢ € (a;b)

Podobnie jak poprzednio, aby poprawié¢ doktadno$¢ wzoru Simpsona caty rozwazamy przedziat (a; b)
mozna podzieli¢ na podprzedziaty punktami z;, a nastepnie do kazdej z tréjek punktéw x; zastosowac
wzér Simpsona (i zsumowac otrzymane catki). Otrzymujemy wowczas tzw. ztozony wzér Simpsona.
Jesli przyjmiemy, ze punkty ; sg rowno roztozone w przedziale (a, b), czyli podprzedziaty sg jednakowe;j
dtugosci h = %-%, a x; = a + ih, to otrzymamy nastepujaca postac ztozonego wzoru Simpsona:

/ f(z [ T +4Zf T2i-1 +2Zf z9i) + f(22n) (284)

ibtad — g (b — a)® fW (&) dla € (a;b)

Wspétczynniki A; w kwadraturach Newtona-Cotesa nie musza byé wyznaczane poprzez catkowanie
wielomianéw /;(x). Mozna je takze wyznaczy¢ rozwigzujac nastepujacy uktad réwnan liniowych dla

weztow x; i

b . n .
/x]dw:ZA,-xg, 0<j<n  (285)
a i=0

Achtung! 7

Egzamin na godzine, 3 pytania. Zasadniczo pytania 3 typow:
« O konkretng metode (np. opisz metode Richardsona)

1. PowinniSmy napisac do czego stuzy (stuzy do rozwigzania uktadéw réwnan linio-

wych)
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2. Umiejscowienie metody wsrdd innych metod (nalezy do metod iteracyjnych, mozna
tez napisac krotko na czym polegaja iteracyjne)

3. Wzér metody

4. Podsumowanie (najwolniejsza)

+ Cata grupa metod:

1. Z czego powstata (geneza metod)
2. Wyszczegblnienie metod

3. Wzory bez szczegbtow

4. Uszeregowac: szybkosg, ...

+ Wieksze zagadnienia:

Reprezentacja liczb w komputerze:

system dwdjkowy

bit znaku cecha mantysa

wigze sie z btedami reprezentacji, na czym one polegaja

5= D

Na pierwszym terminie nie bedzie materiatu z dzisiaj
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