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2024-10-08

1 Troche kombinatoryki

1.1 Wariacja z powtorzeniami (funkcja)

Réwnowazne definicje:

k-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru Y nazywamy kazda funkcje f : {1,2,... .k} —
Y

k-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru Y (ztozonego z n réznych elementéw) nazywamy
kazde uporzadkowanie zbioru ztozonego z k elementow wybranych ze zbioru Y, przy czym
wybrane elementy moga sie powtarzac.

k-elementowa wariacja z powtorzeniami zbioru Y (ztozonego z n réznych elementéw) nazywamy
kazdy wynik k-krotnego losowania ze zwracaniem ze zbioru Y uwzgledniajacy kolejnos¢ wyloso-
wanych elementéw

1.2 Wariacja bez powtorzen (funkcja roznowartosciowa)

Rownowazne definicje:

k-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru Y nazywamy kazda réznowartoséciowa funkcje f :
{1,2,3,...,k} > Y

k-elementowa wariacja bez powtérzen zbioru Y (ztozonego z n-réznych elementéw) nazywamy
kazde uporzadkowanie k-elementowego podzbioru zbioru Y

k-elementowa wariacja bez powtérzen zbioru Y (ztozonego z n réznych elementéw) nazywamy
kazdy wynik k-krotnego losowania bez zwracania ze zbioru Y uwzgledniajacy kolejnos$¢ wyloso-
wanych elementéw

1.3 Permutacja bez powtorzen (bijekcja, permutacja)

Rownowazne definicje:

Permutacja n-elementowego zbioru nazywamy kazda funkcje f odwzorowujaca zbiér Vv =
{y1,Y2,-.,yn} Nazbiory
f : {y17y27-'-7yn} n_a> Y

Permutacja n-elementowego zbioru Y nazywamy kazde uporzadkowanie zbioruY = {y1,y2,...,yn}
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1.4 Kombinacje bez powtorzen (podzbior)

k-elementowa kombinacja bez powtérzen zbioru Y (ztozonego z n-réznych elementéw) nazy-
wamy kazdy k-elementowy podzbiér zbioru Y

W przypadku kombinacji, w przeciwienstwie do wariacji i permutaciji, nie jest istotna kolejnos¢

elementow, wazne sa tylko elementy w zbiorze

1.5 Kombinacja z powtorzeniami (krata)

k-elementowa kombinacja z powtorzeniami z n nazywamy kazde rozmieszczenie n nierozréznial-
nych kul w k komérkach

1.6 Permutacje z powtérzeniami (podziat zbioru)

n-elementowa permutacja z powtérzeniami nazywamy kazde uporzadkowanie zbioru n-
elementowego, gdzie k r6znych elementéw powtarza sie odpowiednio rq, o, . . ., 7% razy

1.7 Oznaczenia

Vk

., liczba k-elementowych wariacji z powtdrzeniami ze zbioru n réznych elementow

V¥ liczba k-elementowych wariacji bez powtérzen ze zbioru n réznych elementéw
P, liczba n-elementowych permutacji
C* liczba k-elementowych kombinacji ze zbioru n réznych elementéw

Cﬁ liczba k-elementowych kombinacji z powtérzeniami z n
P,(r1,r9,...,7%) liczba podziatéw zbioru n-elementowego na zbiory o liczebnosSciach 71, ro, ..., 7y,
Twierdzenie 1.1
1. Vfl = nkF
n!
2. VF =
o (n—k)!
3. P,=n!
k n
4 Ch= @

— n!
n(rl’ T2y rk) T rylrgleerg!

10
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Twierdzenie 1.2

Kazdy ciag k-elementowy mozna otrzymac wybieracjac k—elementowy podzbidr i ustawiajac
jego elementy w ciag (permutujac je mamy zatem) V¥ = C* . p,

2 Wstep do rachunku prawdopodobienstwa

2.1 Zdarzenie elementarne

Zdarzenie elementarne jest pojeciem, ktorego nie definiujemy. Uwazamy je za pojecie pierwotne.

Przestrzen zdarzen elementarnych Zbiérwszystkich zdarzeri elementanych nazywamy przestrzenia
zdarzen elementarnych i oznaczamy symbolem .

2.2 Przyktady zdarzen elementarnych

Przyktad 2.1

Rzucamy moneta. Zdarzenia elementarne: wypadniecie orta, wypadniecie reszki.
Zbior zdarzen elementarnych Q to @ = {O, R}

| '

Przyktad 2.2

Rzucamy kostka do gry: 2 = {1,2,3,4,5,6}

| r

Przyktad 2.3

Mamy odcinek O A o dtugosci I na osi O X . Wybieramy punkt P o wspotrzednej .
Zdarzeniem elementarnym jest «wylosowanie dowolnego punktu na odcinku O A».
Zbidr zdarzen elementarnych Q2 sktada sie ze wszystkich punktéw na odcinku O A

Q={zeR:0<z<}

. J

Zdarzenie elementarne Zdarzeniaelementarne mozemy traktowac jako najprosztsze nierozktadalne,
elementarne wyniki doswiadczenia losowego, charakteryzujace sie tym, ze kazde powtoérzenie
tego doSwiadczenia konczy sie jednym i tylko jednym z nich.

Jednak nie jest to definicja.
Zdarzenie pewne Zdarzeniem pewnym nazywamy cata przestrzen zdarzen elementarnych Q
Zdarzenie niemozliwe Zdarzeniem niemozliwym nazywamy podzbidr pusty () przestrzeni Q
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Zdarzenie przeciwne Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy zdarzenie C sktadajace
sie z tych zdarzen elementarnych, ktdre nie nalezg do zdarzenia A. Zdarzenie przeciwne do
zdarzenia A oznaczamy symbolem

A ={w:(wg A}

2.3 Sigma-ciato zdarzen losowych

Rodzine F podzbioréw zbioru €2 spetniajgca nastepujace warunki:

1. Qe F

do rodziny F nalezy zdarzenie pewne
2. N\ AeF

AeF

jezeli zdarzenie A nalezy do rodziny F, to zdarzenie przeciwne A’ tez nalezy do F
3. /\ U A; e F

Aq,Ag,...,eFi=1

jezeli zdarzenia A1, As, ... naleza do rodziny F, to ich suma réwniez nalezy do rodziny F

nazywamy o-ciatem zdarzen losowych (uzywa sie réwniez pojecia borelowskie o-ciat zdarzen lub
niekiedy o-algebra), a elementy tej rodziny nazywamy zdarzeniami losowymi

« Jezeli przestrzen zdarzen elementarnych ) jest co najwyzej przeliczalna, to jako klase F
(zbidr wszystkich zdarzen losowych) przyjmuje sie klase wszystkich podzbioréw zbioru

« Jezeli Q jest przestrzenia zdarzen elementarnych potozong w przestrzeni euklidesowej
R™, to jako klase F zdarzen losowych przyjmujemy klase podzbioréw borelowskich prze-
strzeni (2

2.4 Zbiory borelowskie

Klase zbiorow borelowskich na przestrzeni topologicznej definiujemy jako klase wszystkich zbiorow
ktére mozna otrzymac ze zbioréw otwartych (te sama klase otrzymamy z przedziatéw domknietych)
za pomoca skonczonej lub przeliczalnej liczby dziatan teriomnogosciowych (dodawanie, mnozenie,
uzupetnianie zbioréw).

12
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2.4.1 Zbiory borelowskie na prostej

W szczegblnosci zbiorami borelowskimi na prostej sg wszystkie predziaty postaci:

1. (a,b),{a,b),(a,b),{a,b)

2. (—00,b), (—00,b), (a,+00), (a,+00)

3. wszystkie zbiory jednopunktowe, przeliczalne, otwarte, domkniete
4. cata prosta (—oo, 00), zbior pusty

2.5 Definicja prawdopodobienstwa (Kotmogorow, 1933)

Niech

« ) bedzie zbiorem zdarzen elementarnych
« F - o-ciatem zdarzen losowych

Prawdopodobienstwem P nazywamy funkcje okreslona na o-ciele F przyjmujacg wartosci rzeczywi-
ste
P:F—-R

i spetniajaca nastepujace aksjomaty:
1. Dla kazdego zdarzenia losowego A € F prawdopodobienstwo P(A) jest liczba z przedziatu
(0, 1) (to, ze jest mniejsze od 1 mozna wyprowadzi¢ z aksjomatow)
0 < P(A)
2) Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego {2 jest rowne jeden,

PQ) =1

3) Prawdopodobienstwo przeliczalnej sumy parami wykluczajacych sie zdarzen
(AinA; =@,i# jdla A; € Fi € N) jest rowne sumie prawdopodobieistw tych zdarzen:

P(G Ap) = iP(Ai)

2.6 Przestrzen probabilistyczna

Dokonujemy pewnego doswiadczenia losowego. Niech:

« Q) bedzie zbiorem zdarzen elementarnych w tym doswiadczeniu

13
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« F — o - ciatem zdarzen losowych w tym doswiadczeniu
« P -funkcja prawdopodobienstwa okreslong na F

Przestrzenia probabilistyczng (przestrzenig prawdopodobienstwa) nazywamy tréjke (2, F, P)

2024-10-11:

3 Podstawowe pojecia probabilistyczne

Twierdzenie 3.1

Jezeli (2, F, P) jest przestrzenig probabilistycznai A, B, Ay, Ag, ..., A, € F,to

1. P(@)=0
2. jezeli Ay, Ay, ..., A, wykluczaja sie wzajemnie (4; N A; = @,1 # j), to

P(A")=1-P(A)

JezeliA C B,toP(B\ A) = P(B) — P(A)
JezeliA C B,to P(A) < P(B)

P(A) <1

P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)

N @ oS

\.

Dowod 3.1

Teza: P(@) =0
Na mocy pierwszego aksjomatu P(&) > 0
Niech P(@) = a > 0. Wtedy mamy

(e.o] o0 o n
a:P(Q):P(U g):ZP(Q):ZGZ,}E%OZGZHIE&n'a
n=1 n=1 n=1 =1

Zbidr pusty wyrazamy w postaci przeliczalnej sumy zbioréw pustych (ktére sa zbiorami parami
roztacznymi)

Otrzymujemy réwnanie a = lim,, oo 1 - a

Jedynym rozwigzaniem réwnania jest a = 0. CND

14
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Dowod 3.2

Teza: jezeli Ay, Ao, ..., A, wykluczajg sie wzajemnie (4; N A; = &,1 # j), to

Zdefiniujmy nastepujaco ciag zdarzen losowych { B;,i > 1}

A, 1=1,2,....n
B; =
g, 1=n+1,n+2,...

Zdarzenia te sg parami wykluczajace, a zatem na mocy Ill aksjomatu i wtasnosci 1 mamy:

PlJ4) =P JAau | 4)
=1 =1 i=n+1
=P(|J B)
=1
1l aksjomat >

= P(B;)

P4+ Y P(@)
1=n-+1

M=

-
I
ay

(4:)

I
e

s
Il
N

CND

Dowadd 3.3

Teza: P(A') =1— P(A)
Zauwazmy, ze dla dowolnego zdarzenia A mamy

AUA =Q AnA =0
Na mocy aksjomatu Il i wtasnosci 2 mamy:
1=P(Q)=PAUA)=P(A)+ P(4A)

Stad P(A') = 1 — P(A).CND

15
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Dowod 3.4

Teza: Jezeli A C B,to P(B\ A) = P(B) — P(A)
Dla A C B mamy:

AU(B\A)=B oraz AN(B\A) =92

Wtedy na mocy wlasnosci 2:

P(A) + P(B\ A) = P(B)

Stad

P(B\ A) = P(B) — P(A)

Dowadd 3.5

(@]
P
lw)

Teza: Jezeli A C B,to P(A) < P(B)

Na mocy aksjomatu | oraz wtasnosci 4 dla A C B mamy
0<P(B\A)=P(B)— P(A)

Stad P(A) < P(B).CND

Dowod 3.6

| r

Teza: P(A) <1

Zauwazmy,ze A C Q

Wtedy na mocy wtasnosci 5 i aksjomatu Il mamy:
P(A)<PQ)=1

Stad P(A) < 1.CND

Dowod 3.7

Teza: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
Korzystamy z nastepujacych zaleznosci:

AUB=AU(B\A), i B=(B\A)U(ANB)

Korzystajac z wtasnosci 2 dostajemy uktad dwoch zaleznosci:

16
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Odejmujac stronami dostajemy:

P(AUB) — P(B) = P(A) — P(AN B)

Stad P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).CND

Twierdzenie 3.2: Prawdopodobienstwo sumy trzech zdarzen

Niech A, B,C € F.

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB) — P(ANC)
- P(B-C)+P(ANnBNC)

Dowdd jak dla mocy sumy trzech zbioréw na mocy wtasnosci 7

Twierdzenie 3.3: Wzor wtaczen i wytaczen

Niech A1, As, ..., A, € F

n

P(A1UA2U...UAn):ZP(Ai)
=1

= Z P(Azl N AZz)

1<i1<i2<n
+ ...
+(=1)""P(A1NAN...NA,)

Twierdzenie 3.4: o ciaggtosci miary

Niech (92, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna.
1. Jezeli {A,,n > 1} jest wstepujaca rodzing zdarzen losowych
AjCAyC...CA, CAp1 C...

Oraz -
JA4=4
n=1

17
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To P(A) = lim P(A,)

n—oo
2) i{A,,n > 1} jest zstepujaca rodzing zdarzen losowych

A1 DAD...DA, DA1 D ...

Oraz -
ﬂ A, =A
n=1

To P(A) = lim P(A,)

n—oo

Dowad 3.8: Dowod dla rodziny wstepujacej

Niech
Bl = Al
BQ = A2 \Al
Bn - An \ Anfl
Wtedy

1. zdarzenia B;, i > 1 wykluczaja sie

18
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i=1
00

1 akiomat Z P(Bi)
=1

Dowéd 3.9: Dowod dla rodziny zstepujacej

Rozwazamy rodzine zstepujaca Cy,,n > 1 C,, = A!,. Wtedy

0o ) 0o !
Uc.=U 4, = <ﬂAn> =A
n=1 n=1 n=1

9 tim P(C,) = lim (1 - P(4,))

n—oo n—oo

P(A")

Stad mamy

1-P(A)=1- nh~>nolo P(A,)
i ostatecznie

P(A) = lim P(A,)

n—oo

Twierdzenie 3.5: o przedtuzaniu miary

Jezeli P jest skonczenie addytywng i nieujemna funkcjg na pewnym ciele A podzbioréw Q, przy
czym P(Q2) = 1, ispetniony jest

« warunek (i) z twierdzenia o ciaggtosci miary LUB
« warunek (ii)dla A = @

to P przedtuza sie jednoznacznie do prawdopodobienstwa na o (A), czyli o-ciele generowanym
przez A
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4 Rozne miary probabilistyczne

4.1 Przeliczalny zbiér zdarzen elementarnych

« Q- przeliczalny zbiér zdarzen
« F - zbior wszystkich podzbioréw zbioru

Mozemy podac kompletny, zgodny z intuicja i zdrowym rozsadkiem, opis wszystkich mozliwych praw-
dopodobienstw.

Twierdzenie 4.1

Jesli

« ) = {wl,wg,.. }
« dla kazdego i € Nzbior {w;} € F
+ P jest prawdopodobieAstwem

to dla kazdego A C 2 mamy

P(A) = Z pi

’ie{i:wi EA}

gdzie pi = P({wl})

| '

Przyktad 4.1

Niech

¢ O ={wy,ws,...}oraz

« F -rodzina wszystkich podzbioréw €.

e P: F—>R

. p({wi}) =m
p({w2}) = p2
p({wn}) = pn
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c P@) = P(fw)) =3 pi =1
=1 =1

Wezmy zdarzenia losowe Ay, As, .. ., takie,ze ;N A; = &

Ai = {wil,wig, 000 ,win}
Aj O:o {wjl,wj2, e ,wjn}
P(U4a)=P( U {ah= > PHwd)
i=1 kiwi€A; kiwp€A;
Jj=12,... j=1,2,...

Dowdd 4.1

Dowolne zdarzenie A € F wyraza sie wzorem

A= U {wd
ie{iw; €A}
« spetniony jest warunek {w;} N {w;} = @ gdyi # j
A= Uje(iweay{wi} jest skoriczony lub przeliczalny

Z Ill aksjomatu lub drugiej wtasnosci
PA)=P( U {w})

ie{i:w; €A}

= Y. P{w})

ie{iw, €A}

:Zpi

ie{iw; €A}

4.1.1 Uwagi

1. Prawdopodobienstwo jest jednoznacznie wyznaczone przez prawdopodobienstwo zdarzen

elementarnych

o0
2. Zpi =1 = nazbiorze przeliczalnym i nieskoficzonym prawdopodobienstwo nie moze by¢

i=1
roztozone «rowno»

3. Tylko w przypadku zbioru 2 skonczonego czesto mamy do czynienia z rozktadem rownomiernym.
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4.2 Prawdopodobienstwo geometryczne

Niech

«c QCR"
+ 1 -naturalna miara na R™ (np. miara Lebesque’a [lebega])

Wtedy mozemy méwic o prawdopodobienstwie geometrycznym, a zadanie sprowadza sie do znalezie-
nia miary (dtugosci, pola, objetosci itd.) podzbiorow R™.

QCR" p-miara

Kazde zdarzenie elementarne (w tym przypadku kazdy punkt zbioru Q2 C R") jest «jednakowo moz-
liwe».

AcCQ, AeF, Ajestzdarzeniem losowym

Pty = A

1(€2)

Przyktad 4.2

Pani X i pani Y umowity sie na spotkanie miedzy godz. 16 a 17 w centrum miasta. Komu-
nikacja w godzinach szczytu dziata jak dziata. Osoba, ktdra przyjdzie pierwsza czeka na
druga 20 minut. Jaka jest szansa, ze dojdzie do spotkania?

Rozwigzanie
Niech

« x - godzina przybycia na uméwione miejsce p. X
« 1y - godzina przybycia na uméwione miejsce p. Y

Dla uproszczenia przyjmujemy, ze panie spotkaja sie miedzy godzinami 0.00 i 1.00. Zauwazmy,
ze wtedy

ze(0;1) i ye(0;1)

Zbiér zdarzen elementarnych Q mozemy przedstawi¢ nastepujaco

Q={(z,y):0<z,y <1} C R?
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Rysunek 1: prawdopodobienstwo geometryczne

A - zdarzenie polegajace na tym, Ze panie spotkaja sie (panie spotkaja sie gdy réznica czaséw
ich pojawienia sie w uméwionym miejscu bedzie mniejsza niz % godziny)

1
AZ{(x,y):OSx,ySLIw—yISg}

1 - pole

2024-10-22

5 Prawdopodobienstwo warunkowe
Bardzo wiele zadan i probleméw rachunku prawdopodobienstwa jest formutowanych w terminach
prawdopodobienstwa warunkowego.

« firmy ubezpieczeniowe i pytania zadawane przy zawieraniu ubezpieczen -> skutek: wysokos¢
sktadki ubezpieczeniowej ustalana na podstawie prawdopodobienstwa przezycia
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Przyktad 5.1

W jednej urnie sg same biate kule, w drugiej same czarne. Wybieramy losowo urne i wyciggamy
z niej kolejno 2 kule. Niech A(odp. B) oznacza zdarzenie, ze pierwsza (odp. druga) kula jest
biata. Wyznaczy¢ P(A), P(B), P(B|A)

P(A) = P(B) = 3 - bo wybér urny determinuje wybér koloru kuli

P(B|A) = 1-bo jezeli zaszto zdarzenie A, to druga bedzie biata

5.1 Definicja

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczna

Prawdopodobienstwem warunkowym zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B, P(B) >
0, nazywamy liczbe

P(A|B) = %

Uwaga: przy ustalnomy B € F prawdopodobienstwo warunkowe P(A|B) jest zwyktym prawdopodo-
bienstwem na (2, F) orazna (B, Fp),gdzie Fg = {ANB: Ac F}

Przyktad 5.2

Wybieramy jedna rodzine sposrdd rodzin z dwdjka dzieci. Obliczyé prawdopodobienstwo, ze
wybierzemy rodzine zdwoma chtopcami, jesli wiemy, ze w tej rodzinie

« starsze dziecko jest chtopcem
« jest co najmniej jeden chtopiec

Rozwigzanie.

Q= {(Cv C)v (07 d): (d7 C): (d? d)}

pierwszy element pary oznacza pteé starszego dziecka, drugi drugiego.

P{{(e, )} n{(c;0), (e, d)})
P({(c, ), (¢, d)})
P{{(c,9)})
({(¢;¢), (e, d)})
1

2

P({(e;0)}{(¢,0), (¢, d)}) =

NS hU
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P({(c,0)} n{(c,0), (¢, d), (d, c)})
P{(c;0),(c,d),(d, 0)})

P{(c,0)}{(e,0), (¢, d), (d, ) }) =

P({c,c})
P({(c,0),(c,d),(d, 0)})
_i_ 1
-3=3

Przyktad 5.3

Udowodni¢, ze dla dowolnych A, B € F, takich, ze P(A) > 0, P(B) > 0

P(A|B) > P(A) < P(B|A) > P(B)
Rozwigzanie
P(ANB)
P(B)
<= P(ANB)> P(A)-P(B)
<= P(B|A) > P(B)

P(A|B) > P(A) < > P(A)

Interpretacja: zajScie zdarzenia B zwieksza szanse zajscia zdarzenia A wtw, gdy zajScie zdarzenia

A zwieksza szanse zajscia zdarzenia B

Zastosowanie ostatniego przyktadu Prawdopodobienstwo warunkowe, ze brydzysta ma asa pik
(zdarzenie A), jeSli wiemy, ze ma co najmniej 1 asa (zdarzenie B) jest wieksze od prawdopodobienstwa,
ze brydzysta ma asa pik

P(A|B) =1 > P(B) ma co najmniej jednego asa gdy ma asa pik, zatem P(A|B) >= P(A)

Twierdzenie 5.1

Jezelizdarzenia Ay, Ao, .. ., A, spetniajg warunek
P(Ai1nAyn...NA,) >0

to

P(AlﬂAQH...ﬂAn):P(Al)'P(A2|A1)-...-P(AnlAlﬂAgﬂ...ﬂAn_l)
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Dowod 5.1

P(AiNnAsN...NA,) >0 =

wszystkie prawdopodobienstwa warunkowe sa dobrze okreslone

P:P(Al)'P(AQ‘Al)'P(A3|A1ﬁAQ)”‘P(An’AlﬂAQﬂ...ﬂ...An_l)
—P(A ).P(AlﬂAg) .P(AlﬂAgﬂAg)”. P(AlﬂAgﬂ...ﬁAn)
N ! P(Al) P(AlﬂAg) P(AlﬂAgﬂ...ﬂAn_l)

=P(A1NAN...NA,)

5.2 Rozbicie przestrzeni ()

Rozbiciem przestrzeni Q nazywamy rodzine zdarzen { A; };c1, ktore wzajemnie sie wykluczaja

. /\ A; N Aj =9
i,j€l
i#]

aich suma daje zdarzenie pewne

cJai=0

iel

5.3 Prawdopodobienstwo catkowite

Jezeli zdarzenia {4y, Ao, ..., A, } tworza rozbicie przestrzeni Qi P(A4;) > 0dlai € {1,2,...,n},to
dla dowolnego zdarzenia B

Dowod 5.2

Dlai ={1,2,...,n}:

. P(AZ)>O
. AlﬂAj:@,’L?é]

- JAi=0
=1
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B=BnNO
:Bﬂ(A;[UAQU...UAn)
=(BNA)U(BNA)U...U(BNA,)

suma zbiordéw roztacznych

P(B)=P((BNA)U(BNA2)U...U(BNA,))

|
Tﬁz

s
Il
—

P(B|A;) - P(4)

I
.M:

s
Il
—

5.3.1 Prawdopodobienstwo catkowite dla przeliczalnego rozbicia

Niech {A1, Ag, ..., Ap, ...} —rozbicie przeliczalne przy czym /\ P(4;) >0,to
ieN

P(B) = Y- P(BIA) - P(A)

(dowdd analogiczny jak powyzej)

Przyktad 5.4

W loterii fantowej zorganizowane na balu szansa wygranej w jednym losowaniu jest rowne p,
przegranej q, a z prawdopodobieAstwem r wyciggany jest los «graj dalej». Wtedy wrzucamy
go z powrotem do urny i losujemy jeszcze raz. Jakie jest prawdopodobienstwo wygranej?

Rozwigzanie. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
« Aj - wyciagnieto los «wygranax», P(A1) = p

=4q
=

+ Ay - wyciagnieto los «przegrana», P(As)
« As - wyciagnieto los «graj dalej», P(As)

gdziep+q+r=1
Niech B oznacza wygrana. Mamy wtedy:

. P(B|4;) =1
« P(B|Ay) =0
« P(B|4s) = P(B)
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Zaktadamy, ze loteria liczy tak duzo loséw, ze pierwsze losowania nie zmieniajg prawdopodo-

bienstw.
P(B) = P(B|A1) - P(A1) + P(B|Az) - P(A2) + P(B|A3) - P(A3)
=1-p+0-¢q+P(B)-r
Stad
P(B)-(1-1)=p P(B)=1—

5.4 Wzor Bayesa

Jezeli zdarzenia { A1, Ag, ..., A, } tworza rozbicie przestrzeni Qi P(A;) > 0dlai € {1,...,n},todla
dowolnego zdarzenia B takiego, ze P(B) > 0 mamy

P(B|A;) - P(4;) , ie{l,...,n}

> P(B|A;) - P(A)

=1

Dowod 5.3

P(A{B) =

PA)B) =~ <;12;)B> _ _P(Bl4)-P(4)
Y P(BlAi) - P(A)
=1
P(B|A;) = W — P(BNA;) = P(B|4;) - P(A;)

6 Niezaleznos¢ zdarzen

6.1 Zdarzenia niezalezne

Niezalezno$¢ - jedno z podstawowych pojeé odrdzniajacych rachunek prawdopodobiefistwa od innych
dziatow matematyki badajacych wtasnosci przestrzeni mierzalnych

Niech (9, F, P) bedzie przestrzenia prawdopodobienstwa oraz niech A,B € F

Naturalnym jest powiedzieé, ze zdarzenie B nie zalezy od zdarzenia A, gdy wiedza o tym, ze zaszto
zdarzenie A nie ma wptywu na prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia B
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Zatézmy, ze P(A) > 0
P(B|A) = P(B) P(ANB)=P(A)- P(B)

6.2 Zdarzenie niezalezne - definicja

Zdarzenia niezalezne Zdarzenia Ai B sg niezalezne (stochastycznie niezalezne) gdy zachodzi waru-
nek
P(AnB)=P(A)-P(B)

« Zdarzenie niezatezne i roztaczne (A N B = &) to dwa rézne pojecia
+ Zdarzenia roztaczne sa niezalezne wtw, gdy P(A) =0V P(B) =0
« Relacja niezaleznosci jest symetryczna

Wybieramy jedna rodzine sposrdd rodzin majacych n dzieci. Niech:
« A -zdarzenie, ze w losowo wybranej rodzinie jest co najwyzej jedna dziewczynka
« B -zdarzenie, ze w rodzinie sg dziewczynki i chtopcy

Czy zdarzenia Ai B sg niezalezne
Rozwigzanie. Tworzymy przestrzen probabilistyczna:

+ Q- zbiér n elementowych ciagbw (a1, as, ..., a,) a; € {chtopiec, dziewczynka} upo-
rzagdkowanych w/g starszenstwa

« F - zbior wszystkich podzbioréw zbioru €2

« P - miara prawdopodobienstwa:

_ liczba elementéw w zbiorze A ozn. 1.(A)

P(4) = liczba elementéw zbioruQ  n(Q)
Mamy
« n(2) = 2" (n elementowa wariacja z powtorzeniami z 2)
» n(A) = n + 1 (1 dziewczynka na kolejnych miejscach lub sami chtopcy)
« n(B) = 2" — 2 (odejmujemy same dziewczynki i samych chtopcow)

Zdarzenia sa niezalezne <= P(ANB) = P(A)- P(B)

Mamy

Zn;l pB)=2"2 pay. pp) = TN =2

P(A)
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Warunek:

po przeksztatceniach:
n2" —2n+2" —2=n2", 2" =2+ 2n,

Mamy
2" =1+n

Warunek jest spetniony tylkodlan = 3

P(AmB):Q% i P(AﬂB):Qn

ml—14+n

6.3 Niezaleznos¢ trzech zdarzen

Niech A, B,C' € F.

Zdarzenia A, B, C' sa niezalezne wtw, gdy

. P(ANB) = P(A) - P(B)
. P(ANC) = P(A) - P(C)
. P(BNC) = P(B)-P(C)
. P(ANBNC) = P(A) - P(B)- P(C)

6.4 Niezaleznos¢ n zdarzen

Niech A1, Ao, ..., A, € F.

Zdarzenia A1, Ao, ..., A, s3 niezalezne wtw, gdy

P(A” ﬂAiQ ﬂﬂAZk) :P(A“) P(Azg)

dla

1<ii<io<...<ip<n i k=2,3,....n

Zeby wykazad, ze zdarzenia A1, As, ..., A, € F s niezalezne nalezy sprawdzi¢ 2" —n — 1

réwnosci
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Przyktad 6.2

Dlan > 3z niezaleznosci zdarzer parami nie wynika ich niezaleznos¢.
Niech Q = {w1, w2, w3, wa} i P({w;}) = %
Dla A1 = {wl,wg}, A2 = {wl,wg}, A3 = {wl,w4} mamy:

1 1
P(Ai) =5, P(Aind;) =7 i#]
Mamy zatem niezalezno$¢ parami:
P(A;iNAj) = P(A) - P(4;) i#]
Z drugiej strony:

P(AlﬁAgﬂA:;):P({wl}) = :P(Al)P(AQ)P(Ag)

| =
e
oo =

Zatem zdarzenia nie sg niezalezne.

Twierdzenie 6.1

Jezeli Ai B sag zdarzeniami niezaleznymi

P(ANB)=P(A)-P(B),
to niezalezne sa rowniez nastepujace zdarzenia:
i) Ai B’

i) A'iB
iii) A’i B’

Dowod 6.1

Rozwigzanie. Zaktadamy, ze A i B sg zdarzeniami niezaleznymi.
Wtedy:

) A=ANQ=AN(BUB)=(ANB)U(ANB)

suma zdarzer roztacznych

P(A) = P(ANB) + P(AN B') = P(A) - P(B) + P(AN B')

P(ANB') = P(A) — P(A) - P(B) = P(A)(1 — P(B)) = P(A) - P(B)
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Zdarzenia A i B’ sg niezalezne
i) B=BNQ=BN(AUA4)
iii)
B =B'nQ=BnAuAd)=(AnB)UA' NnB)
P(B)Y=P(ANB)Y+PANB)=PA)-P(B')+PA NB)

P(A'NB') = P(B') — P(4) - P(B') = P(B')(1 — P(4)) = P(4)P(B)

Twierdzenie 6.2: uogélnienie na n zdarzen

Przyjmujemy oznaczenia
e AD=AiAl = A

Twierdzenie
Nastepujace warunki sg rbwnowazne:

« Zdarzenia Ay, As, ..., A, s niezalezne
+ Dla kazdego ciagu €1, ¢9,...,en, gdy &; € {0,1},7 € {1,2,...,n} zdarzenia B; =
A, By = A, ..., B, = AS" saniezalezne

« Dla kazdego ciaggu 1,¢9,...,6n,8dy &; € {0,1},7 € {1,2,...,n} zachodzi rbwnosé
P(AS N A2 N.. AS) = P(AS) - P(AD) - ... P(An)

6.5 Niezaleznos¢ o-ciat

Niech (92, F, P) - przestrzen probabilistyczna

Niezaleznosc o-ciat o-ciata F1, o, ..., F, (F; C F dlakazdego j € {1,2,...,n}) sa niezalezne
wtw, gdy

/\ /\ P(AlﬁAQQQAn):P(Al)P(AQ)P(An)
jG{l,Q,...,n} AjGJ:j

Twierdzenie 6.3

Zdarzenia Ay, Ao, . .., A, sa niezalezne wtw, gdy 0( A1), 0(Az2), . ..,0(A,) sa niezalezne, gdzie

o(Ai) = {4, 4, 2,0}
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[ jest o-ciatem generowanym przez A;,i € {1,2,...,n}

6.6 Prawdopodobienstwo sumy niezaleznych zdarzen

Niech A1, Ao, ..., A, - zdarzenia niezalezne
n

P(CJAl) :1—P<ﬁA;> zl—ﬁP(Ag)zl—H(l—P(Ai))
=1 =1 =1

=1

6.7 Nieskonczony ciag niezaleznych zdarzen

Zdarzenia A1, As, ... nazywamy niezaleznymi, gdy dla kazdego n zdarzenia A1, A,, ..., A, s3 nieza-
lezne.

2024-10-29

7 Schematy

7.1 Schemat ogélny

Rozwazamy sytuacje gdy:

« dokonujemy n doSwiadczen w sposdb niezalezny

+ z j-tym doSwiadczeniem zwiazana jest przestrzen probabilistyczna (€25, F;, P;)(z kazdym do-
Swiadczeniem zwigzana rézna przestrzen probabilistyczna)

« wynikiem n dodwiadczen jest ciag (w1, w2, . .. ,wy,), gdzie w; - wynik j-tego doSwiadczenia

Konstruujemy nowa przestrzen (2, F, P)

e D= xQy x...xQ,

c F=FQRF®...® F,-oc-ciato produktowe, jest to o-ciato generowane przez cylindry, tzn.
zbiory postaci Ay x As X ... x A,, A; € F;

« P =P ®P®...® P,-miara produktowa, ktora jest rozszerzeniem na o-ciato F miary
P(A; x Ag x ... x Ay) =11, Pi(4;)
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7.2 Schemat Bernoulliego

Schemat Bernoulliego jest szczegblnym przypadkiem wyzej opisanej sytuacji gdy

« dokonujemy niezaleznie n razy pewnego doswiadczenia
« kazde doswiadczenie konczy sie jednym sposrod dwdch mozliwych wynikéw “sukces”, “porazka”
« znamy prawdopodobienstwo p “sukcesu” (a zatem i ¢ “porazki”)

« poszczegblne doswiadczenia nazywamy prébami Bernoulliego

Twierdzenie 7.1: Prawdopodobienstwo zajscia k sukcesow

Prawdopodobienstwo zajScia doktadnie & sukcesow w schemacie Bernoulliego przy n prébach
z prawdopodobienstwem sukcesu w pojedynczym doswiadczeniu rGwnym p wynosi

(Z)p’“(l —p)*F

7.3 Granica gorna ciagu zdarzen

Granica gorna ciagu zdarzen { A,,,n > 1} nazywamy zdarzenie

limsup A4, := ﬁ G A,

m=1n=m

interpretacja: w € limsup A,, <= w nalezy do nieskonczenie wielu zdarzen z ciggu { A,,,n > 1}

Dowod 7.1

w € limsup 4,, <= w € ﬂ U A,

m=1n=m

<— /\ \/wEAn

meNL n>m

7.4 Granica dolna ciaggu zdarzen

Granica dolng ciggu zdarzen {a,,n > 1} nazywamy zdarzenie

liminf A,, := fj ﬁ A,

m=1n=m
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interpretacja: w € liminf A,, <= w nalezy do wszystkich zdarzen z ciggu {A,,,n > 1}, poczynajac
od pewnego miejsca

Dowod 7.2

w € liminf A, < we |J [) 4n

m=1n=m

= \/ /\weAn

meNL n>m

7.4.1 Wtasnosci

o0 o0 /
m=1n=m
o [e.e]
-N U4
m=1n=m

= lim sup A,

oo 0o /
m=1n=m

-Una

m=1n=m

= lim inf A},

7.5 Lemat Borela-Cantellego

« wazne narzedzie do badania wtasnosci zachodzacych z prawdopodobienstwem 1
« dostarcza informacji o prawdopodobienstwie zdarzen typu “zaszto nieskonczenie wiele zdarzen
A,,n>1"

Twierdzenie 7.2: Lemat Borela-Cantellego

Niech {A,,,n > 1} bedzie ciagiem zdarzen losowych

i) Jesli Z P(A,) < oo,to P(limsup A,,) =0
n=1

n—o0

ii) Jezelizdarzenia A1, Ao, ... s3gniezaleznei Z P(A,,) = oo,to P(limsup 4,,) =1

n—oo

n=1
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8 Zmienne losowe

Niech (Q, F, P) - przestrzen probabilistyczna

Zmienna losowa Odwzorowanie X : 2 — R" nazywamy zmienna losowa o wartosciach w R", jesli

N X MA)eF
AB(R")

gdzie

« B(R™) - wszystkie zbiory borelowskie na R"
« XA ={weQ: X(w) € A}

N——
przeciwobraz

8.1 Zmienna losowa - uwagi

Inaczej: X jest zmienna losowa, jesli jest odwzorowaniem mierzalnym (Q, F) w (R™, B(R™))

Powyzsza definicja gwarantuje, ze prawdopodobienstwo wszystkich zdarzen zwigzanych ze zmienng
losowa jest dobrze okreslone, czyli zdarzen postaci X ~1(A), gdzie A € B(R")

Wektor losowy Jesli zmienna losowa odwzorowuje na przestrzen euklidesowa, to takg zmienng
nazywamy wektorem losowym.

8.2 Zbiory borelowskie

Zbior borelowski podzbi6r przestrzeni topologicznej, ktéry mozna uzyskaé ze zbioréw otwartych
tej przestrzeni (lub réwnowaznie, ze zbioréw domknietych) za pomoca przeliczalnych sum,
przekrojow badz dopetnien.

o-ciato borelowskie Klasa zbioréw uzyskanych za pomoca tych operacji tworzy o-ciato nazywamy
o-ciatem zbioréw borelowskich lub o-ciatem borelowskim danej przestrzeni topologicznej

8.2.1 Przyktady zbiorow borelowskich

« zbiér liczb wymiernych na prostej rzeczywistej uzyskany jako przeliczalna suma przeliczalnego
iloczynu zbioréw otwartych

+ pojedynczy punkt bedacy dopetnieniem sumy dwoch zbioréw otwartych np. (—oo, 1) U (1, 00)

« rodzina zbioréw borelowskich na prostej jest generowana przez wszystkie przedziaty otwarte
(rbwnowaznie: domkniete) o koncach wymiernych
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« rodzina zbioréw borelowskich na ptaszczyznie jest generowana przez wszystkie prostokaty
otwarte o wierzchotkach wymiernych (wystarcza prostokaty o bokach réwnolegtych do osi
wspotrzednych)

« nie ma naturalnego przyktadu podzbioru prostej rzeczywistej, ktory nie bytby borelowski (intu-
icyjnie wszystkie zbiory, ktére mozna opisa¢ wzorem sg borelowskie)

« istnieja konstrukcje zbioréw korzystajace z pewnika wyboru, ktére daja zbiory nie nalezace do
tej klasy, np. zbidr Vitalego lub zbidr Bernsteina.

Twierdzenie 8.1: Warunek rownowazny

Jezeli odwzorowanie X : Q) — R™ spetnia nastepujacy warunek

A X1 ((—o00,t1) x (—00,12) X ... X (—00,tn)) € F
(t1,t2,...otn ) ER™

to X jest zmienna losowg (wektorem losowym) o wartosciach w R

Achtung! 4

Wystarczy zauwazy¢, ze rodzina zbioréw

{ACR": X~1(4) e F}

jest o-ciatem zawierajgcym wszystkie zbiory postaci

(—oo,t1> X (—oo,t2> X ... X (—oo,tn),

a wiec wszystkie zbiory borelowskie

\.

Funkcja borelowska Funkcjg borelowskg nazywamy taka funkcje
p:R" - R™

ze przeciwobrazy zbioréw borelowskich w R™ sg zbiorami borelowskimi w R

Twierdzenie 8.2

Niech

« X : Q) — R" bedzie zmienng losowa
+ ¢ :R"™ — R™ - funkcjag borelowska

Wtedy (¢ o X) jest zmienng losowa o wartosciach w R™
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Whiosek: Ztozenie wektora losowego z funkcjg borelowska jest wektorem losowym.

Dowod 8.1

Niech

« B e BR™).
+ ¢ :R"™ — R™ jest funkcja borelowska.

Wtedy ¢~ 1(B) € B(R®)

Oznaczmy C' = o~ !(B). Widzimy, ze C' € B(R")
Poniewaz X jest zmienng losowg, to X ~1(C) € F
Mamy zatem

(poX)'B)=X"H¢ (B =X"(C)eF

8.2.2 Uwagi
Na zmiennych losowych mozna wykonywac operacje, ktore sa wykonywane na funkcjach mierzalnych
i dalej pozostawac w klasie zmiennych losowych.

Kazda funkcja
Y: Q- RF

ktora jest zdefiniowana za pomoca funkcji elementarnych i dziatan przeliczalnych (w tym
lim, lim sup, lim inf) na wektorach losowych X7, X, . .. jest k-wymiarowa zmienng losowa.

8.3 o-ciato generowane przez zmienng losowa

o-ciatem generowanym przez zmienna losowa o wartosciach w R nazywamy najmniejsze
o-ciato podzbiordw 2, wzgledem ktérego X jest mierzalna.

Najmniejsze podzbioréw 2, wzgledem ktérego X jest mierzalna jest czeScig wspolng wszystkich

o-ciat, wzgledem ktorych X jest mierzalna.
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Twierdzenie 8.3

9 Rozktad prawdopodobienstwa

Rozktadem prawdopodobienistwa na R" nazywamy kazda miare probabilistyczng p : B(R") — R
spetniajaca warunki

LA wB)=0
BeB(R™)
I w(R") =1

[e.@] o
1. A p(U Bi) = u(Bi)
Bl,BQ,...EB(R") =1 i=1
BiﬂBj:@
Rozktadem prawdopodobienstwa zmiennej losowej X o wartoSciach w R™ nazywamy rozktad px

okreslony na B(R™) w nastepujacy sposob
ix(B) = PIX"'(B)] = Plw: X(w) € B]

9.1 Rozktad ciggty

Gestoscé rozktadu Jezeli 1 jest rozktadem prawdopodobieristwa na R™ i dla pewnej funkgji f : R™ —
R catkowalnej w sensie Lebesgue’a mamy

p4) = [ f@)da, A BER)

to f nazywamy gestoscia rozktadu p
Rozktad ciagty Rozktad, ktory ma gesto$¢ nazywamy rozktadem ciggtym.

Twierdzenie 9.1

Niech f bedzie gestoscia prawdopodobienstwa rozktadu i na R™.
Wtedy

1) / f(x)dx =1
2) f > 0 prawie wszedzie (poza zbiorem miary Lebesgue’a zero)
3) Gestosc jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do zbioréw miary Lebesqgue’a 0.
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[ Kazda funkcja, spetniajaca warunki 1i 2 jest gestoScig prawdopodobienstwa jakiego$ rozktadu.

9.2 Rozktad dyskretny
Rozktad 1 na R™ nazywamy dyskretnym, jezeli istnieje co najwyzej przeliczalny zbiér S C R", dla
ktorego u(S) = 1.

Niech

. S:{Si,iEI}
* D; :/L({Si}) dlaie [l

« I jest przeliczalnym zbiorem wskaznikow, tzn. I4(s;)

0, S §f A
1, s, €A
Wtedy

w(A) = (AN S) =S pila(si), VA € BR")
i€l

Zbidr ((si, p;),i € I) jednoznacznie wyznacza rozktad 4

9.3 Dystrybuanta

Dystrybuantg rozktadu prawdopodobienstwa p na R™ nazywamy funkcje
F,:R" >R

okreslong zaleznoscia

Fu(tl,tg, c. ,tn) = u((—oo,t1> X (—oo,t2> X ... X (—oo,tn))

Jezeli py jest rozktadem zmiennej losowej X = (X1, Xo, ..., X,,) o wartosciach w R™, dystrybuante
F,,x nazywamy dystrybuanta zmiennej losowej X i oznaczamy przez F'x. Wtedy

FX(t17t27"'7tn) :P(Xl §t17X2 §t27"'7Xn Stn)
= Plwe Q: Xj(w) <t1,Xo(w) <ta,...,Xn(w) <t
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9.3.1 Dystrybuantana R

Dystrybuanta zmiennej losowej X o wartoéciach w R'.

Fy :R—R Fx(t)=P(X <t)
Wtasnosci dystrybuanty na R':
1) Fx jest funkcjg niemalejaca:

N\ Fx(t1) < Fx(t2)

t1<to

A =1 i Fx(6) =0
3) Fx jest funkcja prawostronnie ciagta:

lim Fx(t) = Fx(to)
tocR t—td

Twierdzenie 9.2

Jezelifunkcja F' : R — R spetnia warunki (1), (2) i (3), to jest to dystrybuanta pewnego rozktadu

9.3.2 Wtasnosci dystrybuanty na R”

Dystrybuanta F zmiennej losowej X (wektora losowego) na R"™ ma nastepujace wtasnosci:

1) Fx jest funkcjg niemalejaca wzgledem kazdego argumentu
2)

Fx(t1,ta,...,ty) — 0, jesli inf t; & —o0
i€{1,...,n}

(przynajmniej jeden z argumentéw dazy do —oo)

FX(tl,tQ,...,tn) — 1, Jeéll inf ¢t — o
1€{1,...,n}

(kazdy z argumentdw dazy do co)

3) F jest funkcja prawostronnie ciagta ze wzgledu na kazdy z argumentow
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9.3.3 Rozktad zmiennej losowej Y = ¢(X)

+ X - zmienna losowa o ciggtym rozktadzie
« ¢ -funkcja klasy C*

Wtedy zmienna losowa Y = ¢(X) jest zmienng losowa o ciaggtym rozktadzie.

Twierdzenie 9.3

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad ciagty o gestosci f i X(Q) C (a,b), funkcjap : (a,b) - R
jestklasy C' oraz Nac(ap) ' (x) # 0,tozmiennalosowa Y = ¢(X) marozktad ciagty o gestosci

fr@) = £ W) [0 O | Toamy @)

| r

Przyktad 9.1
. . 2 07 t g [O’ 2]
X ma rozktad jednostajny U (][0, 2]), tzn. ma gestos¢ fx (t) =
i teo,2]
29 )
y=2xr+5
¢:R>R y_5:ﬁ
y —_—
o(r) =2z +5 T = 5
-1 - Yy — 5
=9 (y) = "5
—10Y _ (y=95\_1
(¢ ') = (T) =
Frv) = fx(@72@) - |7 @) | s )

0, y & [5;9]
_ {%1, y € [5;9]
0, y¢I[59

2024-11-05
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9.4 Wartos¢ oczekiwana
9.4.1 Przypadek dyskretny

Niech

« (Q,F, P) - przestrzen probabilistyczna

+ Zmienna losowa X o wartosciach w R ma rozktad dyskretny {(x;,p;) : i € I}, gdzie I jest co
najwyzej przeliczalnym

« > |ailpi < oo, gdzie p; = P[X = z;]
i€l

Wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe

i€l i€l

Achtung! 6

Jezeli I jest zbiorem skonczonym, to powyzsza definicja pokrywa sie z definicja catki z funkgji
prostej przyjmujacej wartosci x; na zbiorach

Ai={weQ: X(w) =z}

wzgledem miary P
Mamy
X(w) = inIAi (w)
i€l
oraz

/QX(w)dP(w) =Y @iP(4) = Y 2 P(X = ;)

el i€l

9.5 Wartos¢ oczekiwana uogélniona

Zmienna losowa X o wartoSciach w R ma warto$¢ oczekiwang E X, jezeli jest catkowalna, czyli

/ X (w)[dP(w) < o
Q

Wtedy wartoscig oczekiwang zmiennej losowej X nazywamy liczbe
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EX:AM@M@)

Jezelizmienna losowa nie jest catkowalna, to nie ma wartosci oczekiwanej (warto$¢ oczekiwana

nie istnieje)

9.6 Przypadek ciggty

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad typu ciaggtego o funkcji gestosci f, to
EX = / xf(x)dz

pod warunkiem, ie/ |z| f(z)dr < oo

9.6.1 Wartos¢ oczekiwana wektora losowego

Wartoscia oczekiwang zmiennej losowej (wektora losowego) X = (X1, X, ..., X,,) o wartoSciach w
R™ nazywamy wektor

EX = (EX1,EX,,...,EX,)

o ile wszystkie wspétrzedne wektora X majg wartosci oczekiwane.

9.7 Wtasnosci wartosci oczekiwanej
Niech X, Y i{X,, : n > 1} beda zmiennymi losowymi o wartoSciach oczekiwanych odpowiednio
rownych EX, EY i {EX,,,n > 1}.
Wtedy:
1. JezeliX > 0,to EX >0
2. |[EX| < E|X|
3. E(aX +b)=aEX +5b

4, Jezeli X,, > 0,to E(liminf X,;,) < liminf £ X,
n—oo n—0o0
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5. Jezeli {X,,n > 1} jest niemalejacym ciggiem nieujemnych zmiennych losowych, to
E ( lim Xn> = nlggo E X, (tw. Lebesgue’a o zbiezno$ci monotonicznej)

n—oo

6. Jezeli {X,,,n > 1} jest ciagiem zmiennych losowych takich, ze
| X < Z
dla pewnej catkowalnej zmiennej losowej Z, to

E lim X, = lim EFX,

n—o0 n—oo

(tw. Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej)

Przyktad 9.2: rozktad dyskretny

X : {(a:i,pi):iEI}

PX=-1=PX=1]=1torazP[X=0]=1
{(_17711)7(07%)7(17i)}
ExX=-1-14+0-14+1-1=0
Y =2X+5
pi Y
1
1 3
1
15
1
107

1 1 1
EY =3-= .z 0 S =
3 4+5 2—|—74 5

EY =EQX +5)=2-EX+5=2.-0+5=5

Ply =3|=P[2X+5=3=P[X=-1]=3
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Przyktad 9.3: rozktad ciagty

, T >2
EX:/_o:owf(a:)dx:/_Ooox&dm+/()2xf\(ﬁdx+/zwxi?dx:'“:1
0 1

Twierdzenie 9.4

Niech

+ ¢ : R"™ — R bedzie funkcja borelowska
« X -zmienna losowa typu ciagtego o wartosciach w R™

Wtedy

Eo(X) = | p@)f(@)dz

gdzie f(x) jest funkcja gestosci prawdopodobienstwa i z = (z1,x2,...,x,) € R"

| r

Twierdzenie 9.5

Jezelizmienna losowa X ma rozktad dyskretny {(z;, p;), ¢ € I}, to wartos¢ oczekiwana zmien-
nej losowej Y = ¢(X) istnieje wtw, gdy zbiezny jest szereg

> le(i)lps < oo

i€l

i wyraza sie wzorem

Eo(X) =Y o(zi)pi

il

9.8 Wariancja

Wariancja jest miarg rozrzutu wartosci zmiennej wokét wartosci Sredniej (wartosci oczekiwanej)
Niech X bedzie zmienng losowa o wartosciach rzeczywistych.

Jezeli E(X —EX)? < oo,toliczbe te nazywamy wariancjg zmiennej losowej X i oznaczamy symbolem
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D?(X) lub(Var(X))
D*(X)=E(X — EX)?

Achtung! 8

Warunkiem koniecznym istnienia wariancji jest istnienie wartosci oczekiwanej EX zmiennej
losowej X

9.8.1 Wtasnosci wariancji

Jezeli X jest zmienng losowa, dla ktérej EX? < oo, to istnieje wariancja D?(X) oraz

1) D*(X)=E(X?) — (EX)?

2) D*(X) >0
3) A\ D*(cX) =cD*(X)
ceR
4) )\ D*(X +a) = D*(X)
reR
5 D*(X)=0 < \/ P(X=c)=1

ceR

Dowod 9.1

1) Na mocy zatozenia EX? < oo i nieréwnosci
It <t?+1

mamy
|IEX| < E|X|<EX?+1< o0
Zatem warto$¢ oczekiwana istnieje i spetniony jest warunek konieczny istnienia wariancji
D*(X) = E(X — EX)?
= BE(X? - 2XEX + (EX)?)
= EX? - 2(EX)? + (EX)?
=EX? - (EX)? <

co dowodzi istnienia wariancji i prawdziwosci (1)
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2
) (X -EX)??>0 = E(X-EX)?>0 < D*X)>0
3)
D?(cX) = E(cX — E(cX))
= FE(cx — cEX)
= E(3(X — EX)?)
E(X — EX)
4)
D*(X +a)=E(X +a— E(X +a))?
=E(X+a—EX —a)?
= E(X — EX)?
= D*(X)
5)
D*(X)=0 < E(X -EX)?=0
— P(X-EX=0)=1
— P(X=EX)=1
Wtedy c = EX i mamy
P(X=c¢)=1

9.8.2 Odchylenie standardowe
Odchyleniem standardowym zmiennej X o wariancji D?(X) nazywamy liczbe D(X) = o x zdefi-

niowang nastepujaco:
D(X)=0x =4/D?*(X)

9.8.3 Wyznaczanie wariancji i odchylenia standardowego

+ dlarozktadu dyskretnego {(z;, p;),i € I}:

2
D*(X) =) (xi— EX)’p; =) aipi — <Z wilh‘) ;

icl iel el

« dla rozktadu ciggtego (jednowymiarowego) z funkcjg gestosci f
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D2(X) = /OO (x — EX)2f(z)dz = /OO 22 f(2)dz — (/Oo :zf(x)dx)z

J —00 — 00 J =00

9.9 Momenty zwykte i absolutne

Momentem zwyktym rzedu » > 0 zmiennej X nazywamy liczbe
EX"

Momentem absolutnym rzedu » > 0 zmiennej X nazywamy liczbe
EIX["

pod warunkiem, ze wartosci oczekiwane istnieja.

9.10 Momenty centralne

« E(X — EX)" - moment zwykty centralny rzedu r > 0
+ E|X — EX|" - moment absolutny centralny rzedu r > 0

9.10.1 Interpretacja fizyczna

« Rozktad prawdopodobienstwa - rozktad masy jednostkowej (rozktad dyskretny), zwykta gestosc
(gestosc rozktadu ciagtego)

Warto$¢ oczekiwana E X - potozenie Srodka ciezkosci

« Wariancja D?(X) - moment bezwtadno$ci wzgledem $rodka masy

« Momenty wyzszych rzeddw - wykorzystywane w statystyce do mierzenia:

- asymetrii rozktadu (skosnosci)
- stopnia koncentracji rozktadu wokét Sredniej (kurtoza)

9.11 Skosnosc i koncentracja rozktadu

« wspotczynnik asymetrii (skoSnos¢):
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« wspotczynnik sptaszczenia (kurtoza):

E(X —EX)! E(X-EX)!
(DA(X)? ok

oy =

9.12 Mediana zmiennej losowej

Mediang zmiennej losowej X nazywamy liczbe oznaczang symbolem Me zdefiniowana nastepujacym
wzorem

P[X <Me] > i P[X >Me|>

NN
DN =

Dla rozktadu zmiennej losowej typu ciggtego o gestosci f () mediane wyznaczamy ze wzoru

/MC f(z)dz = 1 lub - f(z)dz = 1
S 2 2

) Me

Widad, ze jak zsumujemy lewa i prawg catke, to dostaniemy [0 f(z)dx =1

Achtung! 9

+ Mediana istnieje dla kazdego zmiennej losowej, ale moze nie by¢ wyznaczona w sposdb
jednoznaczny

« Mediana jest jednym z parametréw stuzacym do charakteryzowania potozenia srodka
rozktadu zmiennej losowej

9.13 Moda zmiennej losowej

Moda (dominantg) Mo zmiennej losowej typu skokowego nazywamy te wartos¢ zmiennej losowej
X, ktdra przyjmuje ona z najwiekszym prawdopodobiefAstwem, pod warunkiem, ze nie jest to jej
warto$¢ najmniejsza ani najwieksza

Moda (dominantg) Mo zmiennej losowej typu ciggtego nazywamy odcieta ekstremum maximum
gestosci f zmiennej losowej

Achtung! 10

« Istnieja rozktady prawdopodobienstwa, ktore nie majg mody
« Istnieja rozktady prawdopodobienstwa, ktore majg wiecej niz jedng mode - nazywamy je
rozktadami wielomodalnymi
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2024-11-12

10 Przeglad wybranych dyskretnych rozktadow prawdopodobienstwa

10.1 Rozktad jednopunktowy

Zmienna losowa X ma rozktad jednopunktowy, jezeli istnieje stata ¢ € R, dla ktérej P[X =] =1

10.1.1 Wartos¢ oczekiwana

Wtedy EX = c- 1 = ¢, oraz moment rzedu drugiego F(X?) = ¢?
Wariancja D?(X) = EX? — (EX)? = 0, oraz mediana Me = c

Dystrybuanta tej zmiennej losowej dana jest wzorem

Flz) = {0, T <c

1, c<=x

)

10.2 Rozktad dwupunktowy

Zmienna losowa X ma rozktad dwupunktowy, gdy istnieja state ¢y, co € R dla ktérych

P[chl]:pl P[X:CQ}:Z)Q

0<pr <1 O<p<1 p1+p2=1

10.2.1 Rozktad zero-jedynkowy

Szczegblny przypadek rozktadu dwupunktowego
W przypadku, gdyc; = 0,c0 =1
orazpy =q,p2 =p

rozktad ten przyjmuje postac
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P[X =1] =p, PX=0=q=1-p

Wartos¢ oczekiwana
EX=1-p+0-gq=p

EX?*=1p+0°-q=p
D*(X)=p—p° =pq

Dystrybuanta
0, z<0
F(x)=4q, 0<z<1
1, 1<z

10.3 Rozktad dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozktad dwumianowy(5(n, p)) (zwany takze rozktadem Bernoulliego), jezeli jej
funkcja prawdopodobiefAstwa ma nastepujgca postac:

P[X =k| = <Z>pkan, ke{0,1,...,n}

gdzie n jest pewna liczbg naturalng,0 < p < 1,g=1—p
. n e
(xk’apk)ke{(),l,...,n}? gdZ|e T = k;7pk3 = <k>pkq F

10.3.1 Jak rozpoznac rozktad dwumianowy

Dokonujemy n niezaleznych doswiadczen losowych:

zbiér zdarzen elementarnych w kazdym z tych doSwiadczen jest dwuelementowy Q = {wy, w2}

”»

« wyrdzniamy jedno z tych zdarzen elementarnych i nazywamy je “sukcesem”, a drugie “porazka

prawdopodobienstwo “sukcesu” w kazdym doswiadczeniu jest jednakowe i wynosi p
« zmienna losowa X wyraza liczbe sukceséw w ciggu n niezaleznych doswiadczen losowych
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10.3.2 wartos¢ oczekiwana

k=0
n n'
— Z k pkqnfk
= kl-(n—k)!
= (n—1)! k-1 n—k - :
=npy_ p* 1" *| podstawiamyi = k — 1
2 = 1)l(n — )l
n—1
(n_ 1)' i n—1—i
=np- Y —F——plg
=il (n—1-1)
=np(p+q)"!

10.3.3 Wariancja

n—1
niech i:=k—1 . n! ; 1
L i 1 1+1 n—1—1
;( g ¢
_ . n! i+1 n—1—i n! i+1 n—1—i
_iz:;)z i!(n—l—z)‘p 1 +Z z‘n—l—z)'p e
_nz n—l znlz_i_nnz:l n—l i n—1—1

ani(n;>anl+an<~>lnll
=0

=np(n —1)p+np(p+q)" "

=n?p* — np* + np

E(X?%) = n%*p? —np? + np
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D*(X) = B(X?) — (EX)?
= n?p* — np® + np — (np)?
= np — np?

=np(l —p) = npq

10.4 Rozktad Poissona?

Zmienna losowa X ma rozktad Poissona P(\), jezeli jej funkcja prawdopodobienstwa, jezeli jej funkcja
prawdopodobienstwa jest nastepujaca

)\k’
P[X:k]_e”\k', ke{0,1,...}
gdzie A > 0
A S~ PLX = k] = 1
H_e,zatemz (X =k =
k=0 k=0

k=0
o \k
=e
b k!
PSP
=1
10.4.1 Wartos¢ oczekiwana
s A
EX=S ke
kz:% S
N f: )\kfl
=e '\ ———niechi: =k -1
(k—1)!
k=1
A
=e M\t
= A

2/ptasona/
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10.4.2 Wariancja

Y Akfl
= e Zk‘ -1+1) 5
k=1
)\k 1
—Azk —)\Zk
00 )\k—l 00 )\k—l
=Xy (k-1) + e
k; k1) k; k—1)
A
N )\k—l
=e A A
Z it
\ i )\k 1
=e A + A
2 (k—2)!
N 0 )\k; 2
A + A
,;(k;—m!
-2
= A Zfﬁ-)\
= !
=e M2 )
=X+

Zatem

10.5 Zwigzek rozktadu Bernoulliego i rozktadu Poissona

Jezeli zmienna losowa X, ma rozktad dwumianowy B(n, p,,):

P[X, =k] = <k>pflq,’f k. ke{0,1,...,n}

przy czym 1115?(010 npn, = A < 20
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Twierdzenie to, dla dostatecznie duzej liczby doSwiadczen, pozwala traktowac rozktad Bernoulliego
jako rozktad w przyblizeniu Poissona z parametrem A = np

10.6 Rozktad geometryczny

Zmienna losowa X ma rozktad geometryczny, jezeli jej funkcja prawdopodobienstwa jest nastepu-
jaca

PIX=k=01-p"'p keN;

gdzieO<p<lig=1-p

« Jest to rozktad czasu oczekiwania na pierwszy sukces w ciggu doswiadczen Bernoulliego

« ma wtasnos¢ “braku pamieci”
+ jego odpowiednikiem ciggtym jest rozktad wyktadniczy

10.6.1 Wartosc oczekiwana

k=1
o
=> k-(1 —p)*p
k=1
o0
— Z k, X qk‘—lp
k=1
o0
=py k-¢""
k=1
pl+qg++..)= ﬁ rézniczkujmey po ¢
p p
p+2pq+3pg® +...= =5 ==
(1-9)* p* »p

Zatem
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[e.e]
EX:qukilp:p+2pq+3pq2+...:5
k=1

10.6.2 Wariancja

P+ pq+ 3pq2 +...= mnozymy obustronnie przez g

(1-4q)?

pq

W rézniczkujemy po q

pq—|-2pq2+3pq3+...:

p(1 =) +2(1 —q)pg _ p(1 —¢°)
(1-q)?* (1-q)?*

p+2°pq+3%pg* + ... =

Zatem

Na kofAcu mamy wariancje

1= 1
p® P
_1-»
p2
-1
p2
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Czasami rozktad geometryczny jest definiowany nastepujaco:

P[X = k] = (1 —p)*p, keN

gdziep € (0,1)ig=1—p
EX=--—-1=

10.7 Rozktad ujemnie dwumianowy

Zmienna losowa X ma rozktad ujemnie dwumianowy, jezeli jej funkcja prawdopodobienstwa jset
nastepujaca

gdziep € (0,1)ir >0

Nazwa rozktadu nawigzuje do zaleznosci

(1))

rir—1)...(r—k+1

« Jeslir jest liczba catkowita, to wyraza ona czas oczekiwania na mr -ty sukces w ciggu prob

Bernoulliego - rozktad Pascala
+ X - liczba porazek poprzedzajacych r-ty sukces - rozktad Pascala
» Dlar = 1 otrzymujemy rozktad geometryczny

10.7.1 parametry

« Warto$¢ oczekiwana:
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« Wariancja

10.8 Rozktad hipergeometryczny

Zmienna losowa X ma rozktad hipergeometryczny, jezeli jej funkcja prawdopodobienstwa jest naste-
pujaca

pix g = WO

(V)

gdzie max(0,n +r —m) < k < min(n,r)

(Z) 0<k<n

(m_;> 0<r—k<m-n—n—-m+r<k<r
r—

(m) 0<r<m
r

Zatemmax(0,n —m+r) < k < min(n, )

10.8.1 Interpretacja

Z populacji m elementdw, gdzie n sg wyrdznione wybieramy r elementdw, przy czym chcemy zeby k
byty wyréznione. Zmienna X wyraza liczbe wyr6znionych elementéw w prébie

10.8.2 Parametry
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« warto$¢ oczekiwana:

« wariancja:

nr(m —r)(m —n)

DH(X) = m?(m — 1)

10.9 Tabela rozktadow dyskretnych i ich parametrow

Nazwa Wzor

Rozktad jednopunktowy PX = =1
P[X = Cl] = D1

Rozktad dwupunktowy P[X =c] =p
prtp2=1

. PX=0=1-p

Rozktad zero-jedynkowy

P[X = ] =

Rozktad dwumianowy B(n,p)
Rozktad Poissona Pois(\)

Rozktad geometryczny P X =kl=(1—-p)k1p

Rozktad ujemnie dwumianowy = P[X = k] = ("~ 1)(1 — p)kp"

Rozktad hipergeometryczny

pici + paca | pipa(c1 — c2)

2024-11-19

EX D?(X)

2

p p—Dp

np np(1 — p)

A A

1 1-p

p p?
r(1-p) r(1—p)

P p?

nr nr(m—r)(m—n)

m m2(m—1)

60



Notatki z Rachunku Prawdopodobienstwa 2024-10-08 - 2025-01-21

11 Rozktady ciggte

11.1 Rozktad jednostajny

Zmienna X ma rozktad jednostajny(prostokatny/rownomierny) w przedziale skonczonym (a, b) (lub

(a,b), (a,b), (a,b)), jezeli ma gestos¢ f(x) okreSlong wzorem

0, z<a
fl@) =955 a<z<b
0, b<z
2
1
a b
1 0 1 2 3
1
2
Rysunek 2: Wykres funkcji gestosci ®
0, r<a
dla (a, b) gestos¢ rozktadu jednostajnego ma postac f(z) = ¢ /1, a<z <b
0, r<b

11.1.1 Dystrybuanta

Dlaa < x < bmamy

3https://www.desmos.com/calculator/1hj8epygtb
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Flo)= [ fla)ds

a x
:/ f(a;)d:ch/ f(x)dz
1
—0+2-
e b—a
N b—ala
_T—a
Cb-a
Dlaz < a: .
F(z) = / f(z)dz =0
Dlab < z: .,
F(z)= fle)de=...=1
0, z<a
Zatem ostatecznie F'(z) = { $=2, a <z <b
1, b<z
2
. 1
i b
1 0 1 It 2

Rysunek 3: Wykres dystrybuanty *

*https://www.desmos.com/calculator/1hj8epygth
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11.1.2 Wartosé oczekiwana

11.1.3 Drugi moment zwykty

11.1.4 Wariancja

DX(X) = B(X?) - (EX)? =

a>+ab+b* (a+b)2_ (b—a)?
3 2 12

11.1.5 Mediana

11.1.6 Dominanta

Rozktad jednostajnie ciggty nie ma dominanty.

11.2 Rozktad wyktadniczy

Zmienna X ma rozktad wyktadniczy z parametrem \ > 0, jezeli ma gestos¢ prawdopodobienstwa
f(z) okre$long wzorem
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Rysunek 4: \Wykres funkcji gestosci ®

11.2.1 Dystrybuanta

F(w) _ /z f(x)dm' _ {ffoo Odzx, z <0 _ 0, N z <0 _ {O’ z<0

—00 Iy A Mdz, 0<uz —e A o’ 0<z l—e ™ 0<z

Shttps://www.desmos.com/calculator/nyvOn0b128

64


https://www.desmos.com/calculator/nyv0n0b128

Notatki z Rachunku Prawdopodobienstwa 2024-10-08 - 2025-01-21

Rysunek 5: Wykres dystrybuanty ©

11.2.2 Wartos¢ oczekiwana

EX = /OO zf(x)dx

[ee)
:/ \re Mdx
o0 o0
+/ e M
0 0
[ee}

0

0
= —ze

e/\x

A
1

11.2.3 Drugi moment zwykty

= \zle M dx

o 2
OXO

_1:267)\1

Chttps://www.desmos.com/calculator/nyvOn0b128
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11.2.4 Wariancja

»_ 2 1 1

D*(X) = E(X?) — (EX) Vi viuby

11.2.5 Zastosowania

Rozktad wyktadniczy ma zastosowanie do pewnych zagadnien praktycznych

« czas Swiecenia zarowki,
« czas niezawodnego dziatania urzadzen elektrycznych mozna traktowac jako zmienng losowa o
rozktadzie wyktadniczym.

11.3 Rozktad gamma

Zmienna X ma rozktad gamma z parametrami b, p > 0 T'(b, p), jezeli jej gestos¢ prawdopodobienstwa
dana jest wzorem:

gdzie

. F(p) :/ xpileizdﬂf
« p - parametr ksztattu
+ b- parametr skali

0.5

-0.5 0 0.5 1 1.5

-0.5

Rysunek 6: \Wykres funkcji gestosci ’
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Achtung! 14

« Funkcja I'(p) jest uog6lnieniem znanego pojecia funkgji silnia: n +— n!
« I'(p+ 1) = pI'(p), bo np. odpowiednio (n + 1)! = n - n!

€9 r
. / 2P le by = 7(]9)
0 b

11.3.1 Dystrybuanta

Nie wyliczymy jej dla wszystkich parametréw

11.3.2 Wartos¢ oczekiwana

EX = /OO xf(x)dx
/ —asp by

+1

= p+1)/ o e dx

b T b T+ D)

gestos¢ rozktadu I'(b, p + 1)

_p- I

b-T'(p)
_P

b

11.3.3 Drugi moment zwykty
E(XQ):/ 22 f(x)dx

oo pP
— / F )-Tp+1€_bxdx
(p + 2) / bp+2 $p+1€_bx dr
I'(p) I'(p+2)
gesto$¢ rozktadu T'(b, p + 2)
_(p+1p-T(p)
b* - I'(p)
_pi4p
=0

-1

Thttps://www.desmos.com/calculator/pncczxnwdt
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11.3.4 Wariancja

11.4 Rozktad Cauchy’ego

Zmienna X ma rozktad Cauchy’ego z parametrami a > 0,m € R, jesli funkcja gestosci dana jest

wzorem

Rysunek 7: Wykres funkcji gestosci ®

« Postac standardowa-gdya =1,m =0

1

f(if):m

« Momenty: warto$¢ oczekiwana, wariancja i momenty wyzszych rzedéw nie istniejg

8https://www.desmos.com/calculator/k7em2gm 1st

68


https://www.desmos.com/calculator/k7em2gm1st

Notatki z Rachunku Prawdopodobienstwa 2024-10-08 - 2025-01-21

11.5 Rozktad normalny

Zmienna losowa X ma rozktad normalny N (u, o) z parametrami i € Rio € R, jezeli ma gestos¢
prawdopodobienstwa f(x) okreslong wzorem

2

N

T

Q
Q

i N S S S S S T A . S

Rysunek 8: Wykres funkcji gestosci ?

11.5.1 Uwagi

« Badajac te funkcje metodami rachunku rézniczkowego mamy:

1) funkcja f(x) osiaga maksimum w punkcie z =
2) oS x jest asymptota funkcji f(x) gdy = dazy do —oc lub +o00

w

)
)
) f(x) posiada punkty przegieciaw punktach:z =y —ciz=pu+o
4) krzywa f(x) jest symetryczna wzgledem prostej z =

« Badajac krzywe f(x) przy r6znych wartoSciach parametru o stwierdzamy, ze im o jest wieksze
tym krzywa jest bardziej sptaszczona

« Parametr o jest miarg rozproszenia (odchyleniem standardowym) warto$ci zmiennej losowej X
wokot wartosci x = p (wartosci Sredniej)

®https://www.desmos.com/calculator/ykoqOsgvgl
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+ Obliczajac parametry tego rozktadu skorzystamy z nastepujacego wzoru
/ 2% dr = /21

11.5.2 Wartos¢ oczekiwana

r=-—-00 = 2z=—-—00
o

Niech z = £ dx = odz, {

r =00 = Z =00

_(e=p)?
202 dx

X 1 >
E :7/ Te
oV21 J -
Sy
= — oz+ e 2dz
\/271'/—
o OZO ZQd 1 oo
= — ze 2dz—+ 7/
\/27T [oo K \/27T —00
=0+p-1
=pu

11.5.3 Wariancja
Podstawiamy z = *=£ jak poprzednio
DX(X) = B(X - p)?

o) r—p)2
- / (2 — pe 5 da
oV21 J -0

2 [ 2
g _z_
= —/ e T dz
vV 2 —00

Catkujemy przez czesci

02 L2771t oo Lo
=—||—2ze" 2 +/ e 2% dz
V 27T |: :|—oo —0o

(04 V3m) = o

g

Var
11.6 Rozktad normalny N(0,1)

Dla u = 0i o = 1 to funkcja gestosci jest oznaczana symbolem p(z):
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—_
o3,

5
=
I
3
3
8

& ‘
/

_—_———— e — — — — @
o

N
=
|
)
=
+
)

_———————— e

Rysunek 9: Wykres funkcji gestosci 1°

Dystrybuanta rozktadu N (0, 1) ma postac

Rysunek 10: Wykres dystrybuanty *

YOhttps://www.desmos.com/calculator/ykoqOsgvgl
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Funkcja ®(z) jest stabelaryzowana

Ponadto funkcja ®(x) spetnia nastepujacy warunek

O(—z)=1- ()

11.6.1 Standaryzacja rozktadu normalnego

X marozktad N(p,0) =Y = % ma rozktad N (0, 1)

Zatem dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b takich, ze a < b mamy

— bh—
P[a<m<b]:P[H<Y< “}
o g

() o)

Mozemy zatem od dowolnego rozktadu normalnego N (u, o) przejs¢ do rozktadu normalnego

N(0,1)

11.6.2 Zastosowania

« rozktad normalny odgrywa wazna role w zastosowaniach,

« wiele spotykanych na codzien wielkoSci(zmiennych losowych) ma rozktad normalny lub bardzo

zblizony do normalnego.

2https://www.desmos.com/calculator/ykoqOsgvgl

72


https://www.desmos.com/calculator/ykoq0sgvgl

Notatki z Rachunku Prawdopodobienstwa

2024-10-08 - 2025-01-21

11.7 Tabela parametrow rozktadow ciagtych

Nazwa f(x) F(x)
0, r<a 0, r<a
Jednostajny U(a, b) e a<a<b {H, a<zx<b
0, b<zx 1, b<zx
2 <0 {0, z <0

0,
Wyktadniczy Exp(\) { A
l—e™™ 0<z

Gamma I'(b, p) -

I'(p) I
Cauchy’ -
auchy’ego m(a? + (. — m)?)
Normalny N(i,0) | — ¢ 5"
ormaln , 0 e 20 —
Y oV 2w . ,
2
. _at 1w —x
Normalny N(0,1) | ¢(z) = me 2 O(x) = wor [fe 7dx

2024-11-26

12 Rozktady dwuwymiarowe i wielowymiarowe

12.1 Dwuwymiarowa zmienna losowa (przypomnienie)

Niech

« (Q, F, P) - przestrzen probabilistyczna

EX E(X?) D*X)
atb | a?+ab+b? | (b—a)?

2 3 12

1 2 1

) 22 22

p P’4p 2

b 2 b2

po | op?+o? o?

0 1 1

+ (X,Y) - dwuwymiarowy wektor losowy (dwuwymiarowa zmienna losowa)

(X,Y): Q=R xR
i A\ {weQ: X(w) <t,Y(w)<t}eF

t1,t2€R
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12.2 Moment zwykty mieszany

Momentem zwyktym mieszanym m, ; rzedu r + s zmiennej losowej (X,Y") nazywamy wartos¢
oczekiwangiloczynu X" - Y* (o ile istnieje)

mys=EX"-Y®) dlar,seN

12.2.1 Rozktad skokowy

Niech (X, Y") - zmienna typu skokowego o rozktadzie prawdopodobiernstwa
pij =P X =u,Y =y;] 4jeNy

mr,s=zzm£'yg'pij oile > N al" - |y;l° - pij < o0
i J J

12.2.2 Rozktad ciagty

Niech (X, Y") - zmienna typu ciggtego o rozktadzie prawdopodobienstwa danym za pomoca funkcji
gestosci: f(z,y)

mr,sz//2a:’.y3-f(a;,y) de dy oile mm://Q\x]V\y]s-f(x,y) dx dy < oo
R R

W szczegblnym przypadku

e« dlar =0:mgs = EY®
e dlas=0:m,0=EX"

12.3 Moment centralny mieszany rzedu  + s

Momentem centralnym mieszanym g, s rzedu r + s zmiennej losowej (X,Y’) nazywamy warto$¢
oczekiwangiloczynu (X — EX)" - (Y — EY)® (o ileistnieje):

Hrs = E[(X — EX)" - (Y — EY)']

dlar,s e N
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12.3.1 Moment centralny mieszany dla rozktadu skokowego

Niech (X, Y’) - zmienna typu skokowego o rozktadzie
pij =PX =, =y;] ijeNy

Hr,s = ZZ(.’Z;,, — EX)T . (yj - EY)S *Dij O ile Z Z \xz EX’T EY’ s Pij < 00
7

12.4 Moment centralny mieszany dla rozktadu ciagtego

Niech (X,Y") - zmienna losowa typu ciggtego o gestosci prawdopodobienstwa f(x, y)
s = [[[ (@~ BXY - (y=BY)"- fo) dady oile [[ |o-EXI"ly-EY|" () dv dy < oo
R R

W szczegblnym przypadku

edlar =2,5=0: g = E(X — EX)? = D*(X)
edlar =0,5=2:pp2 = E(Y — EY)? = D*(Y)

12.5 Kowariancja
Kowariancja catkowalnych zmiennych losowych X, Y spetniajacych warunek
E|X Y| <

nazywamy moment centralny mieszany rzedu 1 + 1

Kowariancja zawsze jest dla dwdch zmiennych losowych.

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]

12.5.1 Wtasnosci

. cov(X,Y) = E(XY)—- EX - EY
* |eov(X,Y)| < VD(X) - D*(Y)
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Dowod 12.1

1) Zauwazmy, ze

cov(X,Y) = E[(X — EX)(Y — EY)]

E(XY — XEY —YEX + EX - EY)
E(XY)—EY -EX —EX -EY + EX -EY
E(XY)—EX-EY

Czyli 11 = m11 — mqg - moy

2) Na mocy nierdbwnosci Holdera dla

X=X-EX, Y=Y —-EY
mamy

E(XY) <\/E(X2)E(Y?)

Zatem

[E((X - EX) - (Y - BY))| < \/DX(X) - DY)

|cov(X,Y)| < /D2(X) - DX(Y)

12.5.2 Nierownos¢ Holdera

Niech

ep>1
e g>1

o Ll 1
p+q_1

Wtedy

E|X Y| < [B(XP)]7 [B(Y]7)]7
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Czyli

« dla przypadku dyskretnego:

S < (3 ab)r - (b

« dla przypadku ciggtego:

s (Jocr ) (for s

12.5.3 Uwagi i interpretacja

« Z zaleznodci 2. wynika, ze kowariancja istnieje gdy istniejg odpowiednio wariancje D?(X) i
D%(Y).

« Kowariancja cov(X,Y) jest wartoscia Srednig(oczekiwana) iloczynu odchylen obu zmiennych
od ich wartosci oczekiwanych

« moze by¢ traktowana jako pewna miara “zgodnosci” dwu zmiennych losowych:
- im wieksza kowariancja tym wieksza “zgodno$¢” zmiennych (réwnoczesnie przyjmuja

wartosSci “duze” i rbwnoczesSnie przyjmujg wartosci “mate”)

12.6 Korelacja

Niech (X,Y') - dwuwymiarowa zmienna losowa taka, ze
« 0< D?*(X) <oooraz0 < D?(Y) < o0

Dwie zmienne losowe X, Y nazywamy nieskorelowanymi wtw, gdy

cov(X,Y) =0
Wspotczynnikiem korelacji o xy zmiennych losowych X, Y nazywamy wyrazenie

E[(X — EX)(Y — EY))
VD(X) - D*(Y)

B cov(X,Y)

- VDA(X) DY)

OXy =
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« Jezeli px y = 0, to zmienne losowe sg nieskorelowane
« Jezelipx y > 0,to zmienne losowe sg dodatnio skorelowane
« Jezelipxy < 0,tozmienne losowe sg ujemnie skorelowane

12.6.1 Wtasnosci

1. Dla dowolnego wektora losowego (X, Y') o skoriczonych dodatnich wariancjach 0 < D?(X) <
00,0 < D%(Y') < oo zachodzi warunek

-1 <oxy <1

Dowod 12.2

Z wtasnosci 2 mamy

cov(X,Y)| < D20 DY) = | <1

= |oxy| <1

J

2. Niech X, Y bedg dowolnymi zmiennymi losowymi, dla ktérych istnieje wspotczynnik korelacji
XYy

Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, by zmienne losowe X, Y byty z prawdopodobien-
stwem 1 zwigzane zaleznoscig liniowa, tzn. Plw € Q : Y(w) = aX(w) +b] = 1dlaa # 0,
jest

oy =1

12.7 Regresja

Niech (X, Y’) - dwuwymiarowa zmienna losowa, dla ktorej istnieje kowariancja cov(X,Y)
Szukamy funkcji wyrazajacej zalezno$¢ jednej zmiennej od drugiej.
Najprostsza zaleznoscia, najwygodniejsza do dalszych badar jest zalezno$é liniowa.

Dlatego czesto, ze Swiadomoscia popetnienia pewnych btedéw, przyjmujemy, ze zaleznos¢ pomiedzy
badanymi zmiennymi jest liniowa i szukamy prostej, ktora najlepiej wyraza jedng zmienna jako funkcje
liniowa drugiej zmiennej - szukamy prostej regresji lub inaczej regres;ji Il rodzaju.
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12.7.1 Regresja ll rodzaju Y wzgledem X

Prosta regres;ji (regresja Il rodzaju) zmiennej Y wzgledem zmiennej X nazywamy prostg

y=oar+p

gdzie o i 3 sa liczbami, dla ktérych spetniona jest zaleznosé

E ((Y —aX — ,6’)2) = min
Warunek ten jest spetniony gdy

azg%, 5:EY—Q%-EX

Prosta regresji zmiennej Y wzgledem zmiennej X ma postac

y—EY = 02 (z — EX)
ox

12.7.2 Regresja ll rodzaju X wzgledem Y

Prosta regres;ji (regresja Il rodzaju) zmiennej X wzgledem zmiennej Y nazywamy prosta

r="y+90

gdzie v i § sa liczbami, dla ktorych spetniona jest zalezno$é
E ((X —7Y — 6)2) = min
Warunek ten jest spetniony gdy

,Y:Q%’ 5:EX—QG—X-EY
Oy 0y

Prosta regresji zmiennej Y wzgledem zmiennej X ma postac

v — EX = 02X (y — EY)
gy
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12.8 Wariancja sumy zmiennych losowych

<.

Jezeli zmienne losowe X1, X», ..., X,, maja wariancje (6?2 = D*(X;) < oo,i € {1,2,...,n}),to
istnieje wariancjasumy X; + Xo + ... + X, i
n
D*( X1+ Xo+ ...+ X,) =) D*X))+2 > cov(Xi, X))
i=1 1<i<j<n
Dowéd 12.3
DX X1+ Xo+...+X,) :E[(X1+X2+...+X V]I-[BE(X1+Xo+...+ X, )]2
n
:Z E(X?) +2ZZEXX Z —QZZEX EXN
i=1 =2k = =2k =
n n j—1
=Y [B(X;) 1 +2> Y [B(XiX;) — EX; - EX)
A=l j=1i=1
n n j—1
=Y D*(Xy)+2) ) cov(Xi, Xj)
i=1 j=2i=1

12.8.1 Whniosek

. . . . . . . 2
jezeli zmienne losowe X, X», ..., X, maja wariancje (o;

parami nieskorelowane, to

D*( X1+ Xo+ ...+ X,) =Y D*(X;)
=1
12.9 Macierz kowariancji
Dla wektora losowego X = (X1, Xo, ..., X, ) odpowiednikiem wariancji jest macierz kowariancji.

Jezeli D?(X;) < oo dlakazdegoi € {1,2,...,n}, to macierz
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1,5€{1,2,...,n}
D%(X;)  cov(Xy,X2) -+ cov(Xy, Xn)
cov(X2,X1)  D*(X3) -+ cov(Xa, X)
cov(Xy, X1) cov(Xp, Xo) -+ D?(X,)
nazywamy macierza kowariancji wektora losowego X = (X1, Xo,..., X,)

12.10 Rozktad wielomianowy

Rozktad wielomianowy jest uogdlnieniem rozktadu dwumianowego i opisuje rozktad wynikéw przy
n-krotnym powtérzeniu doSwiadczenia o k mozliwych wynikach

Oznaczamy

« X; - liczba wynikow i-tego typu w serii n doSwiadczen.

n! mn T T
P(Xl:n17X2:n2a---an:nk):7‘ , ,p11p22"'pkk
niyngl...Ngk:

n ni_n L
— p11p22pk
ny,ng,...,Ng

Dla takichpin, ze

/\ pi € (0,1) Zpizl Zni:n

ie{l..k} i=1 i=1

Achtung! 16

+ Zmienna losowa X; ma rozktad B(n, p;)
o cov(X;, X;j) = —pipj, i # J

12.11 Rozktad normalny

Niech

¢« X: Q=R
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« X = (X1, Xy,...,X,,) - zmienna losowa ciggta okreslona na przestrzeni probabilistycznej
(Q,F,P)
Méwimy, ze zmienna losowa X = (X7, Xo, ..., X,,) marozktad normalny z parametrami m, C, gdzie

m € R™i C jest macierza symetryczna, dodatnio okreslong stopnia n, jezeli jej funkcja gestosci

prawdopodobienstwa okreslona jest wzorem

1
T1,L9,...,0p) = ——g—F—=
Ix(zu e, o) (27)3 /det C

X

- exp <—; [(x —m) X Ot x (X—m)TD

2024-12-03

13 Niezalezne zmienne losowe

« (Q,F, P) - przestrzen probabilistyczna
+ X;,i € {1..n} - zmienne losowe okreslone na (2, F, P)

Zmienne losowe X1, Xo, ..., X, sg niezalezne, jesli dla dowolnego wyboru zbioréw borelowskich

Bi,Bsy,...,B, € B(R)

zachodzi rownosé;

P[XlGBI,XQEBQ,...,XHEBn]:P[Xl EBl]P[XQEBQ]P[XnEBn]

13.1 Uwagi

poszczegblnej zmiennej X; wektora (X1, Xo, ..., X,)

P[Xl eBl,XQGBQ,...,XnGBn} :P[Xl GBl]P[XQEBQ]P[XnGBn]

Definicja rownowazna:

rozktad taczny - gestos¢ dla catego wektora (X7, Xo, ..., X,,), rozktad brzegowy - rozktad

taczny rozktad niezaleznych zmiennych losowych jest wyznaczony przez rozktady brzegowe:

Zmienne losowe s3 niezalezne wtw, gdy niezalezne sg o-ciata generowane przez te zmienne

losowe.
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Twierdzenie 13.1

Dla zmiennych losowych X7, X5, ..., X,, o wartosciach w R nastepujace warunki sa rowno-

wazne:

1) zmienne losowe s3 niezalezne
2) Fx, Xs,..x,(t1,t2, ... tn) = Fx, (t1) - Fx,(t2) - -+ Fx, (tn)

13.2 Wtasnosci

Zatézmy, ze zmienne losowe X, Xo, ..., X,, sa niezalezne, a funkcje ¢; : R — Rdlaj € {1..n} sa
mierzalne wzgledem o-ciata zbioréw borelowskich (sa funkcjami borelowskimi).

Wtedy zmienne losowe
Y = ¢;(X;)

sg tez niezalezne.

Dowod 13.1

+ ¢; sa funkcjami borelowskimi, stad dla dowolnych zbioréw borelowskich B; € B(R) dla
j € {1..n}, zbiory
goj_l(Bj), je{l.n}

tez sa zbiorami borelowskimi
Mamy zatem:

P[Y1 € B1,Ys € By, ..., Y, € By

= P[X1 € 91 '(B1), X2 € 93 (Ba), .-, Xn € ¢, (Bn)]

= P[X1 € 97} (B1)] - P[X2 € 93 (B2)] - P[Xn € 051 (Bn)]
= P[Y; € By] - P[Ys € By]--- P[Y;, € B,]

co konczy dowdd
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13.3 Zmienne losowe o rozktadzie dyskretnym

Twierdzenie 13.2

Zmienne losowe X1, X», ..., X, o rozktadach dyskretnych sg niezalezne wtw, gdy dla kazdego
ciggu

T1,X2;5---,Tn
gdzie

« x; € Sx, dlai € {1.n}
+ Sx, - zbiér wartosci zmiennej X;

spetniony jest warunek

P[Xl :xl,XQ :xg,...,Xn :xn]
= P[X) = x1] - P[X2 = 22] -+ - P[X,, = ]

Dowod 13.2

1. = Oczywiste z definicji:

Bl = {xl},Bg = {.7}2}, 000 ,Bn = {.’Bn},

2. <= Skorzystamy z warunku niezaleznosci dla dystrybuant.
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Fx, Xo,... X, (t1,t2, ..., tn)

1 2
= 3 Pxi=y" X =4, Xa =yl
y](~i)§ti
y§i)€sxi
ie{l.n}

= > PXi=y] PlXa =y PlXa = "]
yy)ﬁti
y;i) €Sx;
ie{l.n}

" 1 2 n
=3 Y Pxi=4"]-PlXs=47] - PlX, = 4]
=1 yj(z) <t;
y;i)GSXZ-

1 2
yh<h y; <t yy" <tn
yj(»l)ESXl y§2)€SX2 y;TL)ESXn

= Fx, (t1) - Fix,(t2) -+ Fx, (tn)

13.4 Zmienne losowe o rozktadzie ciaggtym

Twierdzenie 13.3

Zmienne losowe X1, Xo, ..., X, o rozktadach ciggtych danych za pomoca funkcji gestosci

f17f27"‘7fn

i rozktadzie tacznym o funkgji gestosci fx, x,.... x, s niezalezne wtw, gdy

[x1,X2, %0 (t1, 82, - -, tn) = f1(t1) - fa(t2) - -« fa(tn)

Dowod 13.3

1. = Zaktadamy, ze zmienne sg niezalezne. Wtedy:

Fx| x5, x,(t1,t2, ..., tn) = Fx, (t1) - Fx,(t2) - Fx,, (tn)
L P
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tn

t1 to
P = /_ fl(azl) dl’l 0 /_ fQ(CEQ) dJZQ ©oo fn(l’n) dxn

—0o0

t1 to tn
= / / fx1. %0, x, (1,22, ..., Tp) dzq dxo - -+ dzpy
—0o0 —00

—00

t1 to G
L= / / X1, X2, %, (@1, T2, .., Tp) day dg - -+ dxy,
—Oo — 0

—00

Ostatecznie

fi(x1) - fa(za) -+« fu(n) = fx1, X0, X, (X1, T2, ..., Tp)

2. <= Zaktadamy, ze

fi(x1) - fa(za) - -« fu(zn) = fx1 X0, X, (X1, T2, ..., Tp)
Wtedy

Fx| x5, X, (t1,t2, ..., tn)
t1 to tn

:/ / [x1,X2,,%, (%1, %2, . . ., Tp) dxy dxo - -+ dyy
t1 to tn

:/ / o [ fi@1) - fa@2) - fulwn) dat dos ... don
tl t2 tn

= fi(x) dxy / fa(2) d952"'/ fn(xn) dy,
— 63 -0

—00

= Fx, (t1) - Fix,(t2) -+ Fx, (tn)

Co dowodzi niezaleznosSci zmiennych

13.4.1 Wtasnosci

Twierdzenie 13.4

Zatézmy, ze
n m
« zmienne losowe X1, Xo, ..., X, Xp+t1,-- -, Xntm SQ niezalezne
+ funkcjep : R® — Rorazy : R™ — R
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Wtedy zmienne losowe
Yi = SD(Xl, XQ, Ce ,Xn) oraz Y2 = w(XnJrl, Xn+2, ce 7Xn+m)

sg niezalezne

Twierdzenie 13.5

Jezeli X1, Xo, ..., X, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi, ktére maja wartosci oczekiwane
EX|,EX,,...,EX,,toistnieje warto$¢ oczekiwana ich iloczynu X; - X5 --- X,, i zachodzi
warunek

E(X:-Xy---X,)=FEX; -EXs---EX,

| r

Twierdzenie 13.6

Jezeli X1, X, ..., X,, sg niezaleznymi zmiennymi losowymi posiadajacymi wariancje D?(X;)
dlai € {1..n}, toistnieje wariancja ich sumy i mamy

Twierdzenie 13.7

Jesli X, Y sa niezalezne, to X, Y sa nieskorelowane.
Ale w inng strone warunek moze nie zachodzi¢

13.5 Rozktad sumy niezaleznych zmiennych losowych

Jezeli zmienne losowe X, Y s3 niezalezne, to rozktad ich sumy X + Y nazywamy splotem rozktadéw
zmiennej losowej X i zmiennej Y

LIX+Y)=L(X)*L(Y)

13.5.1 Rozktad sumy niezaleznych zmiennych losowych o rozktadach ciggtych

Niech

+ X,Y - niezalezne zmienne losowe typu ciggtego
« f -funkcja gestosci zmiennej X
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« g - funkcja gestosci zmiennej Y’
Wyznaczamy dystrybuante zmiennej losowej Z = X + Y:

Fé(ﬂ ZZFTZ'<:ﬂ
=PX+Y <{

—// f(z,y) dedy

z+y<t

—// y) dzdy
x+y<t

stosujemy podstawienie z 4+ y = z orazy = wu.

Stad

s xr=z—uorazy =u
0

. a—j_lorazgz——l
0

. a—i-Oorang—
1 -1

L] :1
0 1

e z<t,ueR

//$+y<t v) dedy
= LOO [/Rf(z—u)g(u) du| dz

Z drugiej strony:

t
:/ h(z) dz, h-funkcja gestosci zmiennej Z

Stad
h(z) = (f * g)(2) = /R f(z = w)g(u)du

14 Funkcja charakterystyczna

Niech
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+ X -zmienna losowa okreslona na przestrzeni (2, F, P)

Funkcja
p:R—C

jest funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X, jeslidlat € R
QD(t) — EeitX(w)
Y B cos[tX (w)] + i E sin[tX (w)]

= / eitx(“)P(dw)
Q

14.1 Rozktad dyskretny

Niech

+ X - zmienna losowa o rozktadzie dyskretnym
« {zg, k € {1..}} - zbidr wartoSci zmiennej X

Funkcja charakterystyczna ma postac

© -
p(t) =Y ey,
k=1

Przyktad 14.1

Funkcja charakterystyczna rozktadu «zero-jedynkowego».

14.2 Rozktad ciagty

Niech

+ X -zmienna losowa o rozktadzie ciggtym
« f -funkcja gestosci zmiennej X

89



Notatki z Rachunku Prawdopodobienstwa 2024-10-08 - 2025-01-21

Funkcja charakterystyczna jest rowna

olt) = [ e f(a) do

Przyktad 14.2

Funkcja charakterystyczna rozktadu ciagtego o funkcji gestosci f(z) = 1 el

p(t) = Be'™X

+o00 .t 1
:/ e _e=lol gy
—00

© 2
+oo 1 +o0
/ cos(ta)e 1 dx + 51/ sin(tz)e 1 dx

1
2 J_x —00
1 o0

=- cos(ta)e 1 dz
2 /-

1
=92.= (tx)e ™ d
> / cos(tz)e x
1 [+oo u = cos(tx) o = —tsin(tx
—/ cos(tz)e ™ dr = (i) (i)
2Jo vVV=e"% v=—e7

0o +oo
= —e " cos tx‘o - t/ e Usin(tx) dx
0
oo
=1 —t/ e sin(tx) dx
0

u=sin(tz) o' = tcos(tx)

0o +o00
=1-—t <—e_”” sin(taz)‘o + t/ e * cos(tx) d:n>
0
+oo
=1-t0+ t/ e * cos(tx) dx)
0
+oo
=1- t2/ e ¥ cos(tx) dx
0
+o0o
1+ t2)/ cos(tx)e * dr =1
0

1
1+ ¢2

+o0
/ cos(tz)e * dx =
0

Stad
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14.3 Wtasnosci funkcji charakterystycznej

Funkcja charakterystyczna zmiennej losowej X ma nastepujace wtasnosci

1) lex ()] < ¢x(0) =

2) ox(=t) = px(t) =¢-x(1)
3) wax1(t) = e"px (at)

4) Jezeli X, Y saniezalezne, to

PaX+bY = goX(at) . wy(bt) Va,b € R

Dowdd 14.1

ox(0) = Ee%X =1

Stad

lox (t)| = |Ee®™| < B|e?X| = E\/COSQ(tX) +sin?(tX) =1

| '

Dowod 14.2

ox(—t) = FEcos(—tX) + iEsin(—tX) =  Fcos(tX) — iEsin(tX) =
Ecos(tX) +iEsin(tX) = px(t)
Ponadto

@X(_t) — Ee—itX — Eeit(—X) — @—X(t)

| r

Dowod 14.3

(PaXer(t) — Eeit(aXer) — E(eit(aX) . eitb) — eithve'L'(m)X — eitbapx(at)

Dowod 14.4

| '

X,Y saniezalezne = ¢(0X) ¢il(?Y) 53 niezalezne

CaXtby = Eeit(aX+bY)
_ E(eit(aX) . 6it(bY))

— Eei(ta)X . Eei(tb)y

= px(at) - py (bt)
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14.4

Wtasnosci funkcji charakterystycznej

Kazda funkcja charakterystyczna jest funkcja jednostajnie ciggta na R

Funkcja charakterystyczna zmiennej X jest rzeczywista wtw, gdy rozktad zmiennej losowe;j jest
symetryczny

Uwaga: Rozktad jest symetryczny, gdy:

- P[X =a] = P[X = —a],a € R, X marozktad dyskretny

- f(=x) = f(x), X marozktad ciagty
Jezeli E|X™| < oo,n € N, to n-ta pochodna funkgji charakterystycznej (,pgg” istnieje i jest
jednostajnie ciggta, a ponadto

o8 (0) =" B(X™)

Zmienne losowe o réznych rozktadach maja rézne funkcje charakterystyczne

Funkcja ¢ : R — C jest funkcja charakterystyczna pewnego rozktadu prawdopodobienstwa na
R wtw, gdy jest:

- ciggta

- dodatnio okredlona(tzn. A ¢(z) # 0)
zeR

- ¢(0) =1

2024-12-09 (¢wiczenia)

15 Rozktad ciagty

15.1

Jezeli

Zwiazek gestosci zmiennej X i zmiennej g(X)

X jest zmiennga losowa ciagta o gestosci f skoncentrowanej na przedziale (a, b)
y = g(z) jest funkcja SciSle monotoniczna klasy C® o pochodnej g'(z) # 0w tym przedziale
x = h(y) jest funkcja odwrotna do y = g(z),
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to gestos¢ k zmiennej Y = g(X) jest postaci

b — {f[h(y)]-h’(y), c<y<d

0, poza
gdzie
« ¢ =min(cy,d;) orazd = max(cy, dy)

+ ¢y = lim g(x)orazd; = lim g(x)
z—at z—b~

Przyktad 15.1

Gestos$¢ w postaci jawnej:

fz) =

a(l—z), 0<z<1
0, poza

+o00
Dla gestoSci musi by¢ spetniony warunek/ flz)dx=1

/+Oof(a:) dx:/oloz(l—x)dx

—00

Zatem gesto$¢ ma postac

2-2z, O<z<l
flz) =
0, poza
Oraz dystrybuanta:
0, <0
F(z) = 2:5—1‘2, O<xr<l1
1, 1<z

Wyznaczmy gesto$é zmiennej Y = eX na dwa sposoby:

Zmienna losowa X ma gesto$¢ prawdopodobienstwa f(z) = a(1 — x)I(o 1. Wyznaczy¢
parametr . Wyznaczyé funkcje gestoéci i dystrybuante zmiennej losowej Y = X
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(1) Wyznaczymy dystrybuante i zrézniczkujemy

Fx(t) = P[Y <t] = PleX <{]

0, t<0
P[X <Int], 0<t

0, t<0
Fx(lnt), 0<t

0, t<0
0, Int<0
2Int —In?t, 0<Int<1

1, 1<Int

0, t<1

=4q2Int—In%t, 1<t<e

l,e<t
Teraz rozniczkujac dostajemy gestosé
0, t<1
fx@)=q2-2.B 1 <ct<e
0, e<t

(1) Wykorzystujac twierdzenie

(0;1) = (0;1)
ea=0 b=1
cy=¢e",xe(0;1)
elny==x

c g(z)=e€" h(y)=Iny

Wyznaczymy ¢, d
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¢ = lim g(z) = lim g(z) =1

z—at z—07+

dp = lim g(z) = lim g(z) =e

b~ z—1—
¢ =min(cy,d;) = min(l,e) =1

d = max(c1,d;) = max(l,e) = e

Ostatecznie mamy gestosé

k(y) = {(2_21ny) | ‘%

Co sie zgadza z recznie obliczong gestoscia.

2024-12-10

16 Nierownosci zwigzane z momentami.

16.1 Nierownos¢ Schwarza

Jezeli zmienne losowe X, Y maja skoriczone wariancje tzn. E(X?) < oo, E(Y?) < oo, to

(BIXY])? < B(X?) E(Y?)

Dowodd 16.1

Zatézmy,ze EX? > 0i EY? > 0.
Zauwazmy ponadto, ze

Stad

2la - b| = 2|a| - |b] < a® + b

(la| = [b))2 > 0 < a®—2|al[b| + 6> >0
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Podstawmya =X = ——— ib=Y = ——
E(X?) E(Y2)
Wtedy

Zatem
2B|XY| < E(X°) + EYY)

X Y] <14+1=2
VE(X?)\/E(Y?)

E|X Y| <\/E(X?)-E(Y?)

2F

Ostatecznie:

(BIXY|)? < B(X?)- E(Y?)

16.2 Nierownosc¢ Jensena

Niech X bedzie zmienng losowa taka, ze F|X| < oo i niech g bedzie funkcja wypukta, taka, ze
Elg(X)| < oco. Wtedy

9(EX) < Eg(X)

Dla funkcji wypuktej jej styczna w dowolnym punkcie zawsze jest nie wieksza niz sama funkcja.

Przyktad 16.1
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Dowod 16.2

+ Poniewaz funkcja g jest wypukta, tzn., ze w kazdym punkcie jej wykres ma prosta podpie-
rajaca(wykres funkcji lezy nad stycznag do wykresu w dowolnym punkcie).

« Wybieramy punkt (xo, g(xo)) na krzywej y = g(z) i prowadzimy prosta podpierajaca
(styczna):
y — g9(z0) = A(zo)(z — 20)

gdzie A\(zg) - wspotczynnik kierunkowy prostej

lubinaczejy = g(zo) + (z — x0)A(20)

Z wypuktosci funkcji g wynika warunek g(z) > y

Mamy zatem
9(z) = g(zo) + (z — z0) (o)
zmienna losowa
Dokonujemy podstawienia: xg = EX,z = X
Mamy:
9(X) = g(EX) + (X — EX)AN(EX)
Eg(X) > E[g(EX) + (X — EX)A(EX)]
Eg(X) > Eg(EX) +E(X —EX) - \NEX)
——r
warto$¢ oczekiwana liczby
Eg(X)>g(EX)+ MEX)E(X — EX)
~—_———
=EX—-EX=0
Stad otrzymujemy

Eg(X) = g(EX)

16.3 Nierownosc¢ Holdera

Niech

+ X, Y beda zmiennymi losowymi takimi, ze E(| X |?) < oo, E(|Y]7) < 0.

Wtedy E|X - Y| < oo oraz

Q|

EIX Y| < (BIX[)7 - (]Y]%)
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Dowod 16.3

Jeden z warunkéw na funkcje wypukta mowi, ze

fiestwypukta <= f(Az + (1 = AN)y) < Af(x) + (1 - A)f(y)

gdzie A € (0,1)
Dla funkcji wklestej mamy warunek ze znakiem przeciwnym.
Zatem prawdziwa jest nierdwnos¢:

log(Az + (1 = A)y) > Alogz + (1 — A)logy
log(Az + (1 — \)y) > logz? + logy* =

log(Az + (1 = N)y) > log(z* - y' )

Stad otrzymujemy:

oy <A+ (1 - Ny

. 1 1

Podstawiamy: A := — /1 — A\ := —
p

q
orazx :=wP iy := 29

wl 24 .
w -z < — 4+ — - nierownosc Younga
p q

Niech teraz X := —=2L

Xy XE Y
(E|X|P)r  (E[v|0)s ~ P(EIXP) q(EIY]9)
E|X Y| 1 1

I T < - =
(E|XP)? - (E|Y|9)s P 4

B =

E|X -Y| < (E|X[P)7 - (E|Y|%)s
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16.4 Nierownosc Czebyszewa

Niech X > (0 bedzie zmienna losowa o wartosci oczekiwanej EX.

Wtedy dla kazdego € > 0 prawdziwa jest nieréwnos¢:

E
P[X >¢] < —
€

Dowod 16.4

EX = E(XI[X <]+ XI[X >¢])

gdzie I jest identykatorem:

E(I[X > ¢])
1, X >¢
I[XZ@]:{ =1-P[X>¢]4+0-P[X <¢]
0, X<e
= P[X > €]

EX =EXI[X <e]+ XI[X >¢])
=FE(XI[X <e¢])+ E(XI[X >¢])
> E(XI[X >¢])
> E(el[X > ¢€])
=eP[X > ¢

Ostatecznie
PX >¢] < ET

16.5 Nierownosc¢ Markowa

Niech p > 0. Wtedy dla zmiennej losowej X takiej, ze E|X|P < oo mamy:

E|X|P
Pl|X]|>¢€] < Lp‘ dla dowolnegoe > 0
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Dowod 16.5

Wprowadzamy oznaczenie Y := | X|P.

PlIX[ 2> e] = P[|X|P > €”]
= P[Y > £P]

EY

=2

_ EIXP

-=

IN

16.6 Nierownosc Czebyszewa-Bienaymé

Niech X bedzie zmienng losowa o skoriczonej wariancji D?(X) < co. Wtedy dla dowolnego ¢ > 0
mamy

D?(X)
52

Dowod 16.6

Wprowadzamy oznaczenie Y := | X — EX|?

P[|IX —EX|>¢€ <

P[|X — EX| > €]
= P[|X — EX|? > €]

16.7 Nierownosc Czebyszewa - wyktadnicza
Jedli BePX < oo dla pewnej zmiennej losowej X ip > 0,todla A € [0, p] mamy:

Ee)\X
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dla dowolnegoe > 0

Dowod 16.7

Wprowadzamy oznaczenie: Y := X

17 Rodzaje zbieznosci zmiennych losowych

Ciag zmiennych losowych { X,,,n > 1} jest zbiezny do zmiennej losowej X

1) prawie na pewno, jesli

Plw: lim X,(w) =Xw)] =1 (X, > X)

n—oo

2) wedtug prawdopodobienstwa (wedtug miary probabilistycznej), jeéli dla kazdego ¢ > 0

lim Plw: | X,(w) - X(w)| >e]=0 (X, > X)

n—oo
3) wedtug p-tego momentu (w LP),0 € (0, ), jesli E|X| < oo, E|X,|P < codlan > 1oraz
. P
lim E|X, - X[P=0 (X,5 X)
n—oo
Achtung! 18
Kazda z tych zbieznosci ma swoj odpowiednik w analizie:

1) zbieznos¢ prawie wszedzie
2) zbieznos¢ wedtug miary
3) zbieznos¢ w LP

17.1 Zbieznos¢ «prawie na pewno» - wtasnosci

Jeéli X, ™% X oraz v, % Y, to
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1) A aX,+bY, 2 aX +bY
a,beR

2) X, Y, X.Y

3) jesli P[X #0] =1,to
1

Xn

1

I[X, # 0] — 2% %

17.2 Charakteryzacja zbieznosci «prawie na pewno»

Niech {X,,,n > 1} bedzie ciagiem zmiennych losowych, a X zmienna losowa.
Nastepujace warunki sg rbwnowazne:
1) X, 2 X
2) dla kazdegoe > 0
lim P[] {|X,—X|<e}] =1
n=N

N—oo

3) dlakazdegoe > 0

o0
lim P X,—X =
dim PLU (%0 =] > < =0

Dowod 17.1

Rownowaznos$¢ warunkow (2) i (3) jest oczywista?. Wystarczy zatem pokazaé, ze rownowazne sg
warunki (1) i (2).

X, X <« Plw: lim X (w) = X(w) = 1]
= APw:{V A IXalw) - X (W) <e}] =

e>0 N n>N
= />\OP[w : NL_Jl ON{]Xn(w) —X(w)| <e}l=1

Wprowadzamy oznaczenie:

By = () {[Xnw) - X(@)| < &)
n=N

Ciag { Bn, N > 1} tworzy cigg wstepujacy, wiec na mocy twierdzenia o ciagtosci miary mamy
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oo
APl By=1 < /\A}gnooP[BN]zl
e>0 N=1 e>0

< N Plw: [ {|Xn(w) - X(w)|<e}]=1 CND
e>0 n=N

”[U{Xnm >s}] = () {1Xn - X <¢}
n=N n=N

17.2.1 Whniosek

Jezeli dla kazdego € > 0 mamy

o0
S PX, - X|>¢l <00 to X,¥X

n=1

Dowod 17.2

Zauwazmy, ze

PLU (IXn - X|> )] < 3 Pl — X| > ]
n=N n=N

Wtedy

lim P | {|Xn—X]|> e}
n=N

N—oo

o
< lim Z P[|X,, — X| > ¢] = 0 jako reszta szeregu zbieznego
N—o00 N

17.3 Zbieznos¢ «prawie na pewno» i zbieznos¢ w/g prawdopodobienstwa

Zbieznos¢ prawie na pewno implikuje zbieznos¢ wedtug prawdopodobienstwa:

X, X = X,>Xx
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Dowod 17.3

Niech e > 0. Zauwazmy, ze

P[ﬁ{\xk—xme} < Pl|X, - X| < <]

k=n

oraz

P[|Xn—X]>5]:1—P[|Xn—X\gs]gl—Plﬁ{|Xk—X|§5}1
k=n

Stad mamy:

0 < lim P[]Xn—X\>5]§1—7}LngoP[ﬂ{]Xk—X\ga}l—1—1—0

n—00
k=n

=1 boX,™Sx

Na mocy twierdzenia o trzech ciggach mamy:

lim P[|X, — X|>¢e]=0
n—oo

17.4 Zbieznos¢ w/g p-tego momentu i zbieznos¢ w/g prawdopodobienstwa

Zbieznos$¢ w/g p-tego momentu implikuje zbiezno$¢ wedtug prawdopodobienstwa:

X, 55X — X, 52X

Dowod 17.4

Niech e > 0 Zauwazmy, ze na mocy nieréwnosci Markowa mamy:

E\X, — X|P
lim[|Xn—X]>6]§limM = 0
n—00 n—00 ep N~~~

x.Bx
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17.5 Twierdzenie Riesza!?
Jezeli X,, > X, to istnieje podciag { X, , k > 1} taki, ze

X, B X

2024-12-17

18 Twierdzenia graniczne

Twierdzenia graniczne formutujg warunki, przy ktérych dla ciggu zmiennych losowych { X,,,n > 1}
istnieje asymptotyczny rozktad i okreslaja postac tego rozktadu.

Prawa wielkich liczb - zbiezno$¢ do rozktadu jednopunktowego

Lokalne twierdzenia graniczne - zbieznos¢ funkcji gestosci lub rozktadu prawdopodobienstwa

Integralne twierdzenia graniczne - zbieznos¢ dystrybuant

18.1 Prawo wielkich liczb Bernoulliego

Spostrzezenie: Przy wielokrotnym rzucie monetq symetryczng czestos¢ wystgpienia orta stabilizuje sie w
koricu w poblizu .

Jakob Bernoulli w ksigzce Ars Conjectandi (1713 ).

Z prawdopodobienstwem dowolnie bliskim 1 mozna sie spodziewad, iz przy dostatecznie wiel-
kiej liczbie prob czestos¢ danego zdarzenia losowego bedzie sie dowolnie mato réznita od jego
prawdopodobienstwa

W dzisiejszych czasach:

Jesli S, oznacza liczbe sukcesow w schemacie n niezaleznych prob Bernoulliego, gdzie prawdopodo-
biefstwo sukcesu w pojedynczej probie jest rowne p, to

. Sn,
N Jim P[=% —pl<e] =1

12 Risa/
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Dowod 18.1

E(52 —p)*  E(Sa—mp)® _ npg  Pg noso 0
g2 - -

Sh
Pll— —p| > €] < — _ 1
| n | = n2e? n2e2  ne?

Zatem g
lim P[|=—" —p|<¢ =1
n

n—00

Jako granica prawdopodobienstwa zdarzenia przeciwnego

18.1.1 Interpretacja

« Sens tego twierdzenia polega na tym, ze wprowadzone przez nas okresSlenie prawdopodobien-
stwa odpowiada intuicyjnemu rozumieniu prawdopodobienstwa jako granicy czestosci pojawia-

nia sie zdarzenia.
Sn
n
p.
« Twierdzenie méwi, ze w sensie zbieznosci stabej (w/g prawdopodobienstwa) S—n" zbliza sie nie-

- mozna rozpatrywac jako czesto$¢ pojawiania sie zdarzenia A - sukcesu, dla ktérego P(A) =

ograniczenie do p.

18.2 Mocne prawo wielkich liczb Bernoulliego
Przy zatozeniach z twierdzenia poprzedniego

Sn pn.
n P

n n—oo

Dowod 18.2

W dowodzie korzysta¢ bedziemy z lematu Borela-Cantelliego i nastepujacej nieréwnosci Bern-
steina:
S ne
Pl|=2 —p| >e] <2 1
n
2 Sn s TLSQ
ZPH——M > g §226_ 1 <00
n=1 n=1
Skoro
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= S
ZPH—"—p\ > g] < 00
n
n=1
To na mocy lematu Borela-Cantelliego mamy
(e.°] o0 S
PIN UIZ-pl>el=0
m=1n=m
Na podstawie warunku rownowaznego zbieznosci prawie na pewno i tw. o ciggtosci miary mamy

lim P[G{]%—p|>€}1

mM— 00
n=m

=P[ﬁ U122 -

m=1n=m

=0

18.3 Prawo wielkich liczb

Niech

« {X,,,n > 1} bedzie ciagiem zmiennych losowych o wartosciach oczekiwanych EX,,,n > 1
e S =X1+Xo+...+ X,

Méwimy, ze ciag { X,,,n > 1} spetnia mocne prawo wielkich liczb, jezeli

Sn—ES, pan.
- 7 =

n n—oo

0
Mowimy, ze ciag { X,,,n > 1} spetnia stabe prawo wielkich liczb, jezeli

S, — ES,
Sn=ESn », g

n n—00

Problem prawa wielkich liczb mozna uogdlnic i rozwazac problem zbieznosci

Sp — an

bn

gdzie {a,,n > 1} jest dowolnym ciagiem liczb rzeczywistych, a {b,,, n > 1} jest ciagiem liczb rzeczy-
wistych dodatnich rozbieznym do +oc.

Historycznie rzecz biorgc pierwszym stabym prawem wielkich liczb byto prawo wielkich liczb Bernoul-
liego.
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18.4 Stabe prawo wielkich liczb Markowa

Jezeli {X,,,n > 1} jest ciggiem zmiennych losowych takich, ze

2
lim 2200 _
n—00 n
to dla kazdegoe > 0
lim P Ly — EX =1
d, P | D (G W <el =

Dowod 18.3

NiechY,, = % > i—1 Xk. Z zatozenia mamy, ze

2
lim D*(Y,) = lim D™(5n)

n=—oo n—=oo n2

=0

Na mocy nieréwnosci Czebyszewa mamy

i — EXg)| <

1>P lw
k=1

] = Plw: |Ya(w) — EYa| < €]

S|

=1— Plw: |Yp(w) — EYy| > €]

1
>1-— 8—2D2(Yn) oo 1

18.5 Stabe prawo wielkich liczb Czebyszewa

Niech {X,,,n > 1} bedzie ciagiem zmiennych losowych parami nieskorelowanych, o wspélnie ograni-
czonych wariancjach. Wtedy dla kazdego e > 0

=1

lim P |f,d : ‘ii(Xk(w) —EXk) <eg

n—00
k=1
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Dowod 18.4

n

1> lim P lw z_: — EXp)| < ]
1 n

1—7115101013[ E,; —EXp)| >

> D (X k1 Xi)

= n2e?

_ 1 Tk DA(X)

N n2e2

nC

>1—-—= — 1
- 7'[,282 n—o0

Achtung! 19

Twierdzenia Markowa, Bernoulliego oraz Czebyszewa wymagaja by zmienne losowe { X,,, n >

1} miaty skonczone wariancje.

18.6 Twierdzenie Kotmogorowa, mocne prawo wielkich liczb Kotmogorowa

Niech { X,,,n > 1} bedzie ciggiem niezaleznych zmiennych losowych takich, ze D?(X,,) < oo,n €
{1,2,...}iniech {b,,n > 1} bedzie ciggiem rosnacym liczb dodatnich, takim, ze

lim b, = oco oraz
n—oo

Wtedy
. Sp,—ES,
lim =0 p.n
n— oo n
W szczegblnosci, jezeli
> D¥(X.
> (2 ) <%
n=1 n

to {X,,,n > 1} spetnia mocne prawo wielkich liczb.

18.7 Mocne prawo wielkich liczb Kotmogorowa

Jezeli{X,,,n > 1} jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadziei E'| X | <
o0, to {X,,,n > 1} spetnia mocne prawo wielkich liczb, czyli
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lim & =FEX; p.n.

n—o00 N

19 Lokalne twierdzenia graniczne

Lokalne twierdzenia graniczne dotycza granicznego zachowania sie ciggéw rozktadéw zmiennych
losowych wyrazonych za pomoca:

« funkcji prawdopodobienstwa p; = P[X = x;] (dla rozktadéw dyskretnych)
« funkcji gestosci f(z) (dla rozktaddw ciagtych)

19.1 Twierdzenie Poissona

Jesli X,, ~ B(n,p,) dlan € Nispetnione sa warunki:

Pp — 00 np, - A>0, gdyn — oo

to

ny g —k AR Y
) Py (1 —pp)" —>E e ", gdyn — oo

Dowéd 19.1

A

n
n

Niech )\n =N " Pn, >\n —n—o00 )\7 Pn =

ny g n—k n! k n—k
l-po)"F = — . pf(1-p,
<k>pn( Pn) F(n — 1] Pn(1—pn)

_an-Dn—-2)...(n—k+1) (A ek
- et ) ()
o n=1 n=-2 n-k+l A’;;( )\n>”.<1 /\n)_k
n o on n n k! n n
_n-1 n-2 n-k+l )\k< A) A (TAn) (1 )\n>_k
n n n n n
ARy

— —e
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19.2 Twierdzenie Moivre’a-Laplace’a

. . S, —n
Niech S,, ma rozktad dwumianowy B(n,p),aY,, = _On — 0P
np(l —p)
—_————
Odejmujemy ES,, i dzielimy przez D%(Sy,)

Wtedy

. k —np 12
nh_)ngo np(l —p)P [Yn = ] = p

np(1 —p)
gdzie

y = lim _ P

————— igdy0<k<nAn— o
n=00 \/np(1 — p)

19.2.1 Wzory praktyczne

W szczegblnosci dla dostatecznie duzych n mamy wzér przyblizony:

T S B el
PlSn =K Vnp(1—p) @< np(l—p)>

1 _ (k—np)?
= [ 2np(1—p)

V2 -np(1 — p)

19.3 Centralne Twierdzenie Graniczne Lindeberga-Lévy’ego - integralne

Niech {X,,,n > 1} bedzie ciagiem:

+ niezaleznych zmiennych losowych

« 0 jednakowych rozktadach

« zwartoscig oczekiwang EX; = m

« ze skoficzong wariancjg D?(X1) = 02 < o

Wtedy dla dowolnej liczby t € R

n
VX — -
i P [ Z= T <] < a0

gdzie ®(t) jest dystrybuanta rozktadu N (0, 1)
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Dowod 19.2

Bez utraty ogdlnosci mozemy zatozyé, ze EX; = m = 0.

W przeciwnym przypadku rozwazamy zmienne losowe

n n
YV,=X,—-m (wtedy » X;—n-m=>»Y)
= =i

Niech p(t) = EeitX1
Wiemy, ze jesli E| X |™ < oo, to <p§?) (0) ="EX"
Zatem

¢'(0)=iEX; =0, ¢"=iEX?=_EX?=_-D*X;)=—0?

oraz

¢(0) =1

Z rozwiniecia Taylora drugiego rzedu mamy

Zatem

o2
o(t) =1+0— 7t2 + o(t?)
Wyznaczamy teraz funkcje charakterystyczng zmiennej

Z?:1 Xi—n-m _ Z?:1 X
o\/n oyv/n

bo uméwilismy sie, ze m = 0

112



Notatki z Rachunku Prawdopodobienstwa

2024-10-08 - 2025-01-21

Z-t.z::1 %5

Fe ovn

=] E (eiU\t/HX1

styczna

.t n .
— Eezo'\/ﬁ Zi:l Xi

A 5 2 g .t .t -t
zmezaﬁznosu E (e%ﬁxl) ‘B (ezaﬁXg) . E (ezf’ﬁ

- t
= g@xi(m)

jednakowe rozktady ﬁ (

= <s0(a\t/ﬁ))n

z rozwiniecia Taylora
LR 1~

Otrzymalismy postac funkcji charakterystycznej zmiennej losowe;j

©7,(t) = nooo €2

Rozwazmy teraz zmienng losowa X o rozktadzie N (0, 1). Wyznaczamy jej funkcje charaktery-

-t s %
. elcr\/ﬁ)(2 e ezo\/ﬁXn)

t

@m)

i=1

_2n7 — %
2 2 &
) —n—soo € 2

ie1 Xi
ov/n

+2

Ly =
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px(t) = Be'X = /+OO eimiff72 dx
—00 A 2w

1 too . 2
= —/ o= T dx
vV 2 —00
1 —+00 2
= —/ e~ Tt gy
vV 2 —00
1 +oo 1‘272itz
= —/ e 2 X
vV 21 J—o0
1 +oo 1272%171&2 t2
= —/ e 2 -e2? dx
vV 21 J—o0
21 too  (e—it)?
= e 2 / e 2 dJU
vV 21 J—c0

Ver

Mamy zatem postac funkcji rozktadu normalnego N (0, 1), tj.

+2

px(t) =e" 2
co dowodzi, ze rozktadem granicznym zmiennej losowej

n
ov/n

jest rozktad normalny standaryzowany N (0, 1)

19.4 Twierdzenie Moivre’a-Laplace’a - integralne

Twierdzenie Moivre’a-Laplace’a jest wnioskiem z Centralnego Twierdzenia Granicznego Lindeberga-

Levy’ego
Niech S,, bedzie liczbg sukcesow w n prébach Bernoulligeo z prawdopodobienstwem sukcesu p.

Wtedy dla dowolnych x € R

Sp —
[ <y —nsoo P(Y < 1z) = ®(x)
np(l —p)
1 T 2
gdzie (z) = Nz [ e~ drto dystrybuanta standaryzowanego rozktadu normalnego N (0, 1)
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Dowod 19.3

Niech S, = X;1 + Xo +... + X,
gdzie zmienne losowe { X,,,n > 1} sa:

 niezalezne
+ maja jednakowy rozktad: P[X; = 1] =piP[X; =0]=1—p

Wtedy
EXi=p=m i DZ(Xl):p<1—p):0'2

Zatem na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego Lindeberga-Levy’ego mamy

<z

=P [Sn —nm < .I':| " B(x)

_Sn—np Sy —nm
ay/n

np(l —p)

2025-01-07

20 Warunkowa wartos¢ oczekiwana

20.1 Warunkowa wartos¢ oczekiwana wzgledem zdarzenia A

« (, F, P) - dana przestrzen probabilistyczna

« Ae F,P(A) >0)

« P4 - prawdopodobienstwo warunkowe wzgledem A

+ X - catkowalna zmienna losowa okreslona na (2, F, P)

Warunkowa wartoscia oczekiwana zmiennej losowej X pod warunkiem zdarzenia losowego A na-
zywamy liczbe E(X|A):
E(X|A) = / X(w)dPs
Q

Jednak znacznie poreczniejszy w uzyciu jest nastepujacy, rownowazny wzér:

B(X|A) = P(lA)/AX(w)dP

20.2 Warunkowa wartos¢ oczekiwana wzgledem o-ciata

« (Q,F, P) - dana przestrzen probabilistyczna
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Niech X bedzie zmienng losowa na (2, F, P) i niech A bedzie o-ciatem zawartym w o-ciele F

Warunkowa wartoscia oczekiwana zmiennej losowej X pod warunkiem o-ciata A nazywamy
zmienng losowg F( X |.A) spetniajaca warunki:

1. E(X]A) jestfunkcja .A-mierzalna

2. dladowolnego A € A

/AXdP:/AE(XyA)dP

Twierdzenie 20.1

Dla dowolnej zmiennej losowej catkowalnej na przestrzeni (2, 7, P) i dowolnego o-ciata A,
A C Fistnieje warunkowa wartos¢ oczekiwana E(X|.A).
Ponadto F(X|.A) jest wyznaczona jednoznacznie z doktadnoscia do zbioru miary zero

Dowod 20.1

Dowdd jednoznacznosci.

Zatézmy, ze Y1, Y> spetniajg warunki 1) i 2) oraz

Y1#Y
Zauwazmy, ze zdarzenie {Y; > Y2} € A,bo Y] iY; sg . A-mierzalne
Zatem
/ YidP = XdP = YodP
JY1>Ys JY1>Yo JY1>Ys
Stad

[ ti-vaap=o
Yi>Yo

Y1 — Y2 > 0, zatem miara zbioru {Y; > Y5} musi by¢ réwna zero:

PlY1 > Y] =0

To samo rozumowanie zastosowane do {Y2 > Y7 } pokazuje ostatecznie, ze

P[Y1 #Y3] =0
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20.2.1 Wtasnosc 1

Jesli A = {@,Q},to

E(X|A)=EX p.n.

Dowdd 20.2

A ={2,Q} - jest o-ciatem atomowym.
Wtedy kazda zmienna losowa X, A-mierzalna jest postaci:

X =a1lyg + aslog = as

Zatem
/E(X\A) :/E(ag\A) :/@dp
Q Q Q
Stad
/Q(E(X\A)—ag)dP:O
€O oznacza, ze

E(X|A)=a2 p.n.

Ponadto mamy:

/E(X!A)dP:/XdP:/ agdP = ay
Q Q Q

EX
Stad

EX = a9

co dowodzi ostatecznie, ze

E(X|A)=EX p.n.

20.2.2 Wtasnosc 2

Jesli X jest A-mierzalna, to

117



Notatki z Rachunku Prawdopodobienstwa 2024-10-08 - 2025-01-21

E(X|A) =X p.n.

Dowod 20.3

Z definicji, dla dowolnego A € A mamy:

/AE(XyA)dP:/AXdP — /AE(XyA)dP—/AXdP

/A (B(X]A) — X)dP = 0 <> E(X|A)—X =0 pn.

E(X|A) =X p.n.

20.2.3 Wtasnosc 3

Jedli X > 0, to

E(X|A)>0 p.n.

Dowdd 20.4

Niech € > 0. Wprowadzamy oznaczenie

Ae ={w: E(X|A) < —¢}

A. € Azatem

A0 < / XdP = / E(X|A)P < —eP[A] <0
e>0 Ae Ae

co dowodzi, ze XdP = 0istad, (bo X > 0),
Ae

AlA]]=0 < Plw: E(X|A) < —¢]=0
< FE(X|A) >0 p.n.

20.2.4 Wtasnosc 4

[E(X[A)] < E(X][A) p.n.
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Dowod 20.5

Zauwazmy, ze

X>Y = E(X|A) > EY|A) p.n

Rzeczywiscie, jezeli X > Y,toZ =X —Y > 0.
Wtedy na mocy Wtasnosci 3, E(Z|.A) > 0 p.n.

N Og/AE(ZM)dP:/AZdP

AcA
_ / (X — Y)dP
A

:/ XdP—/ YdP
A A
:/ E(X\A)dP—/ E(Y|A)dP
A A
:/A(E(X\A)—E(Y]A))dP
— E(X|A)— E(Y|A) >0p.n. < E(X|A) > E(Y|A) p.n.
Korzystajac z powyzszego faktu i nierdbwnosci
—|X| <= X <|X]

mamy

E(-|X[|A) < E(X|A) < E(IX|[A) p.n.

Ponadto dla kazdego A € A mamy

[ BIXI1 4P = [ (~1Xpap = [ B(x]|| AP

Stad

JBCIX114) + E(X| | AldP =0 pn.

— E(—|X|| A)+E(X||A)=0 p.n.
<~ E(-|X||A)=-E(X||A) pn

taczac zatem dwie zaleznosci:
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E(-|X|[A) < E(X]|A) < E(|X] | A) p.n.

E(-|X[|A) = -E(X|[A) p.n.

dostajemy

~B(X] | A) < B(X|4) < B(X] | A) pn.

co jest rownowazne

[E(X]A) < E(IX][A) p.n.|

20.2.5 Wtasnosc 5

Dla dowolnych a,b € R mamy

E((aX +bY) | A) = aB(X|A) + bE(Y]A) pan.

Dowod 20.6

A /AE((GX+5Y)|v4)dP=/A(aX+bY)dP

AeA
:a/XdP+b/ Yap
A A
:a/ E(X|A)dP+b/ E(Y|A)dP
A A
_ /A (aE(X|A) + bE(Y|A)) dP
Mamy zatem

/E((aX+bY)\A)dP:/ (aBE(X|A) + bE(Y|A))dP
A A

— E((aX +bY)|A) = aBE(X]A) + bE(Y|A) p.n.
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2025-01-14

20.2.6 Wtasnosc 6

Jezeli X; < X3 < ...jest niemalejacym ciggiem zmiennych losowych zbieznych do zmiennej losowej
X (X, /" X),to

E(X,A) Sse E(X|A)  pon.

Dowéd 20.7

Zatem na mocy tw. Lebesquea o monotonicznej zbieznosci granica hHm E(X,|A)istniejei jest
n—oo
funkcja .A-mierzalng oraz

E(X|A) = E(nli—>nolo X,|A) jestrowniez A-mierzalnag

A | lim E(X,|A)dP = lim / E(X,|A) dP
AE_A' ATL%OO n—oo A

= lim/XndP
A

n—oo

= lim X,, dP
An—)oo

:/ E(lim X,|A) dP
A n—oo

_ / E(X|A) dP
A

— lim E(X,|A)=E(X|4) p.n.

20.2.7 Wtasnos¢ 7

Jesli A; C Ao, to
E(X|A)) = E(E(X|A2)| A1) = E(E(X|A1)|A2)

Dowod 20.8

E(X|A;) jest zmienng losowa .A;-mierzalna, zatem E(X|.A;) jest rowniez zmienng losowa
As-mierzalng, bo A, C As.
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Stad
E(E(X|A1)|A2) = E(X|A41) p.n.

Ponadto E(E(X|.A2)|A1) jest zmienng losowa .A;-mierzalna.

Zatem
A /E(E(X|A2)|A1)dP:/ E(X|As) dP
AeA; A A
= /XdP
~~
Ac Ay
_ /A E(X|A;) dP
Zatem

E(E(X]A2)lA1) = E(X|A1) pan.

20.2.8 Wtasnosc 8

EX = E(B(X|A))

Dowod 20.9

E(E(X|A)) = /QE(X|A) P — /QX dP = EX

20.2.9 Wtasnosc 9

Jezeli zmienna losowa X jest niezalezna od o-ciata, to

E(X|A)=FEX p.n.

Dowod 20.10

+ FX jest stata, jest wiec funkcja .A-mierzalna
« NiechAde A

X jest niezalezna od o-ciata A,

zatem zmienne losowe X i [ 4 sg niezalezne
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Stad dla dowolnego A € A mamy

/AE(X]A) dP:/AX dP
:/QXIA P

= E(X -1,
= EX - Els

:EX~/IAdP

Q

:/EX~IAdP
Q

:/EXdP
A

czyli
E(X|A)=EX p.n.

20.2.10 Wtasnosc 10

Jezeli Y jest ograniczong zmienng losowa .A-mierzalna, to

E(X-Y|A) =YE(X|A) pn.

YE(X|A) jest A-mierzalna
Niech

« {A; : i € I} jest rozbiciem (, tzn.

-0=J4;,
i€l
= AiﬂAjZQ,i#j
¢ g = O-({AHZ € I})
Wtedy
E(X|G) =) E(X|4) - I,

i€l
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21 Moment zatrzymania

21.1 Filtracja

Niech (2, F, P) bedzie przestrzenia probabilistyczng - modelem doswiadczenia losowego

Martyngaty - narzedzie do analizy zjawisk rozwijajacych sie w czasie.

« W tym celu musimy wzbogacié¢ model doSwiadczenia losowego o niemalejaca rodzine o-ciat
Fi,teT

« T - zbidrindeksow

Filtracja nazywamy niemalejaca rodzine o-ciat {F;,t € T}, F, C F,dlat € T

21.2 Interpretacjai przyktad

Kazde takie o-ciato F; interpretujemy jako rodzine zdarzen, o ktorych wiemy, czy zaszty, czy tez nie
zaszty do chwili ¢

T =N, FiCcFC...

21.3 Rodzina zmiennych losowych adaptowana do filtracji

Rodzina zmiennych losowych { X;,¢ € T'} jestadaptowana do filtracji {F;,t € T'}, jezeli zmienne
losowe X; sg Fi-mierzalnedlat € T

W szczegblnosci rodzina zmiennych losowych {X;,¢ € T} jest adaptowana do naturalnej filtracji
{Fi,t € T}, gdzie

Fi=0({Xs,s<t}), teT

21.4 Moment stopu
Momentem stopu wzgledem filtracji { F;, ¢ € T'} nazywamy zmienng losowa 7:
T7:Q—=TU{+o0}
spetniajaca warunek

/\{w:T(w)gt}e]:t

teT
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Moment stopu nazywa sie czasem momentem Markowa lub momentem zatrzymania (ang.: stopping
time)

Przyktad 21.1
+ Rozwazamy gre, w ktdrej 2 graczy A, B rzuca moneta.

« Jesli wypadnie «orzet», gracz A wygrywa od gracza B ztotéwke, w przeciwnym razie gracz
B wygrywa ztotowke

Gra toczy sie tak dtugo, jak dtugo obaj gracze maja pienigdze.

Zaktadamy, ze gracz A postanawia wycowac sie, gdy po raz pierwszy wygra 7 ztotych

+ Notuje wiec swoje kolejne wygrane - sg one zmiennymi losowymi

517527"'7

o wartosciach ze zbioru {—1, 1}

taczna wygrana w chwili n to:

n
Xn=> & n=12,...
=1

+ przyjmujemy, ze Xg =0
« Chwila wycofania sie z gry gracza A jest zmienna losowa, ktéra definiujemy nastepujaco:

7 =inf{n: X, =7}

+ Zmienna losowa 77 jest czasem zatrzymania

« Zauwazmy, ze gracz A moze nie doczekac sie chwili gdy wygra 7 zt. (gdy np. moneta jest
niesymetrczna lub gracz A ma ograniczony kapitat)

Oznacza to, ze P[r; = +o0] > 0. Zatem
77 : Q= RU {400}

- 77 jest zmienng losowa niewtasciwa.

+ Ponadto w kazdej chwili wiadomo, czy moment 77 juz nastapit, czy tez nie, zatem wiemy,

czy zdarzenie {7; < t} juz nastgpito, co oznacza, ze
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{T7<t}€ft

« 77 jest zatem czasem zatrzymania

22 Martyngaty, nadmartyngaty i podmartyngaty

Niech

« (Q, F, P) - przestrzen probabilistyczna
« {Fi,t € T} -filtracja
« {X;,t € T'} - adaptowana rodzina zmiennych losowych

Martyngat Rodzine (X, F;)er, gdzie zmienne losowe X, sa catkowalnedlat € T, jest

+ martyngatem jezelidlas,t € Tis <t

E(Xt’]:s) =Xs p.n

« nadmartyngatem , jezelidlas,t € Tis <t

E(Xy|Fs) < Xs p.n.

« podmartyngatem ,jezelidlas,t € Tis <t

E(X|Fs) > Xs p.n.

22.1 Interpretacja

« Martyngat jest modelem gry sprawiedliwej w takim sensie, ze:

Srednia wygranej w chwili ¢, gdy znamy przebieg gry do chwili s, E(X;|Fs)(zdarzenia, o ktorych
wiemy, czy zaszty, czy nie, jezeli obserwujemy gre do chwili s tworza o-ciato F) jest rowna X,
czyli wygranej w chwili s.

« Nadmartyngat jest modelem gry niekorzystnej dla gracza.

+ Podmartyngat jest modelem gry korzystnej dla gracza
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22.2 Wtasnosci

Dla martyngatu:

s;teT,s<tiAeF,

/Xth:/XsdP
A A

Dowéd 22.1

Dla martyngatu mamy warunek E(X;|Fs) = X,

N /XS dP:/ E(Xy|Fs) dP:/Xt dpP
AeFs A = 4

Jesli T = N, to warunek rownowazny przyjmuje postac

EXpn|Frn)=Xn n=12,... p.n.

lub

E(Xpt1—Xn) | Fn)=0 n=1,2,... p.n.

22.3 Ciag prognozowalny

Niech (X, Fn)o2, bedzie martyngatemi F_; = {@,Q}

Ciag zmiennych losowych {V},,n > 0} nazywamy ciaggiem prognozowalnym, jezeli zmienna losowa V/,
jest F,_1-mierzalnadlan =0,1,2,...

22.4 Transformata martyngatowa

+ Niech (X,,, F,,)22 bedzie martyngatemi F_; = {2, Q}
« {V,,n > 0} - ciag prognozowalny

Jezeli zatozymy dodatkowo, ze V,,, n > 0 sg ograniczone i zdefiniujemy

Zn = VE)XO + ‘/I(Xl - XO) +...+ Vn(Xn - Xn—l)

to (Z,, Fn,n > 0) jest martyngatem.
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E((Zn - Zn—l)|fn—1) - E(Vn(Xn - Xn—l)|-/rn—1)
W’rasrgéé 10 VnE((Xn _ Xn71)|~/—'.n71)
=0

Transformata martyngatowa nazywamyciag {Z,,n > 1}

22.4.1 Interpretacja

+ Niech X,,,n > 1 oznacza taczng wygrang gracza A do chwili n.

« Gre obserwuje gracz C, ktory stawia na gracza A w n-tej partii V,, ztotych (jego decyzja o wyso-
kosci stawki zalezy od historii gry do chwili n — 1, stad warunek, ze V,, jest ciagiem prognozo-
walnym) i wygrywa

Vi (X, — X—1) ztotych

o Zpn=VoXo+Vi(X1 — Xo)+ ...+ Vp(X,, — X,,—1) - wygrana gracza C

Gracz C uwaza, ze wygra, chod jego wygrana i wygrana gracza A tworza martyngat.

2025-01-21

22.5 Jak wygraé milion dolarow
22.5.1 Strategia

Dla uproszczenia zaktadamy, ze chcemy wygrac 1 zt.

+ Niech {Y},,n > 1} bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozktadzie

« JezeliY,, = 1, to uznajemy, ze w n-tej kolejce wygraliSmy.
+ Rozwazamy gre z nastepujacym sposobem obstawiania:

najpierw stawiamy 1 zt, a potem

- podwajamy stawke, gdy przegrywamy
- wycofujemy sie z gry, gdy po raz pierwszy wygramy
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+ Stawka w grze

W1:17 Wn: n>2

) -

2n=l edyY; = -1 Vie{l,...,.n—1}
0, w pozostatych przypadkach

+ Wy, n > 1jestciggiem prognozowalnym

. S, = Z Y; jest martyngatem gdy p = %

i=1
« zgromadzony kapitat w grze (wygrana) - transformata:

Xp =Y WiV =) Wi(Sk— Si-1) = Xn_1 + WnX,
k=1 k=1

« X, = Z WkYk = Z Wk(Sk - Skfl) =X 1+ WX,
k=1 k=1

« X, - martyngatdlap = 3

«Gdy A Yi=-—1,tograczprzegrat
i€{1,2,...n}

n
Xp==-> Wl=—-(1+2+22+...+2")=—(2"-1)
=1
+ GdyY,+1 =1,to

Xn+1 :Xn+Wn+]_1:*(2n*].)+2n:1

« W tym momencie konczymy gre (wygralismy)

22.5.2 Analiza gry - Czy na pewno wygramy?

Niech

7 =inf{n >1,X,, =1} -momentstopu

Dlap = 3 mamy
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Plr <o]=P lU{T = n}]
i=1
= ZP[T =n]
i=1
L
=1 2n

=1

Z prawdopodobieAstwem rownym 1 wygramy.

22.5.3 Kiedy wygramy?

Przecietnie, powinniSmy wygraé juz w drugiej rundzie obstawiania.

Korzystamy ze wzoru

1

22.5.4 lle wygramy?

Wiemy, ze

« T - moment wygranej
« X, = 1-wielko$¢ wygranej w chwili 7
« Przecietna wielkoSci wygranej:

EX,=1-PX,=1]=1

130



Notatki z Rachunku Prawdopodobienstwa 2024-10-08 - 2025-01-21

22.5.5 Whnioski

« W grze sprawiedliwej istnieje strategia gry, w ktorej

- w skonczonym czasie
- z prawdopodobieAnstwem 1

gracz wygrywa 1 zt
« Choc $redni czas oczekiwania 7 na wygrang jest rowny 2, nie jest jednak z gory ograniczony.
« Dlatego pewnym wygranej mozna byc¢ tylko w przypadku, gdy mamy nieograniczony kapitat
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